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Zusammenfassung

Iterierte Funktionensysteme (IFS) sind Mengen kontraktiver Funktionen. Sie
definieren einen eindeutigen, fraktalen Attraktor, der als binéres Bild dar-
gestellt werden kann. Ebenso definieren sie ein eindeutiges invariantes Maf,
das als Grauwert— oder Farbbild dargestellt werden kann. IFS eignen sich
fiir effiziente Bildcodierung, da bereits IFS mit wenigen Funktionen reali-
stische Bilder natiirlicher Objekte erzeugen kénnen. In dieser Arbeit wer-
den die mathematischen Grundlagen von IFS behandelt und die Eigenschaf-
ten von affinen Transformationen auf euklidischen Rdumen untersucht; eine
verstdndliche Darstellung affiner Transformationen der euklidischen Ebene
wird vorgestellt. Danach wird eine Diskretisierung von Transformationen
vorgestellt, die es ermoglicht, zwei effiziente Algorithmen zur Berechnung
eines diskreten Attraktors zu prisentieren. Einer dieser Algorithmen wird
mittels Bildpyramiden erweitert und verbessert. Weiters wird ein effizien-
tes Verfahren zur Berechnung eines diskreten invarianten Mafles angegeben.
Durch die Diskretisierung ergibt sich ein Unterschied von Attraktor und in-
variantem Maf} zu ihren diskreten Entsprechungen. Fiir diesen Unterschied
wird eine Fehlerschranke angegeben, aus der hervorgeht, dafl eine fiir Bild-
codierung ausreichende Genauigkeit immer erreicht werden kann.
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Abstract

Iterated function systems (IFS) are sets of contractive functions. They define
a unique fractal attractor that can be represented as a binary image. They
also define a unique invariant measure that can be represented as a greyvalue
or color image. IF'S are well suited for image coding, because even IFS with
few functions are able to generate realistic images of natural objects. Firstly
the mathematical basics of IFS will be presented in this work. Then the
properties of affine transformation on euclidean spaces will be investigated.
An convenient representation of affine transformations on the euclidian plane
is developed. A discretization of the transformation is done next, this allows
to present two efficient algorithms that compute a discrete attractor. By
using image pyramids one of this algorithms is extended and enhanced.
An efficient method for calculation of a discrete invariant measure is given.
The discrete transformations introduce an error that results in a difference
between the attractor, the invariant measure and their discrete counterparts.
An error bound for this difference is shown. It follows from this error bound
that it is always possible to achieve an accuracy that is sufficient for image
coding purposes.
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Notation

Einige in dieser Arbeit verwendeten Notationen werden hier angefiihrt.

Notation  Erlduterung

N Die Menge der natiirlichen Zahlen (inklusive 0).

N+ Die Menge der natiirlichen Zahlen grofier 0.

Z Die Menge der ganzen Zahlen.

R Die Menge der reellen Zahlen.

R+ Die Menge der reellen Zahlen grofier 0: {x € R | x > 0}
R Die Menge der reellen Zahlen grofier gleich 0: {xr € R | x > 0}
[a, b] Abgeschlossenes reelles Intervall: {z € R|a <z < b}
[a,b) Rechts halboffenes reelles Intervall: {z € R |a < x < b}
(a,b] Links halboffenes reelles Intervall: {r e R | a < x < b}
(a,b) Offenes reelles Intervall: {z € R|a < z < b}

= Definitionsgleichung, ,,wird definiert als*

— Variablenzuweisung, ,,erhélt den Wert*

Ed floor von z € R |z| :=max{n € Z | n <z}

[x] ceiling von x € R: [z] :=min{n € Z | n > x}

0 Die leere Menge.

#A Die Anzahl der Elemente der endlichen Menge A.

\ Mengendifferenz: A\ B :={z € A |z ¢ B}

X Mengenprodukt: A x B :={(p,q) | p € A und q € B}
AT Transponierte der Matrix A.

(fog)(x) Hintereinanderausfithrung von Funktionen:

(f o g)(x) := flg(x))
for(x) n-fache Anwendung der Funktion f auf x:

for(@) = f(for (=) fiir n € NP, f0x) ==

vi



Kapitel 1
Einleitung

Obwohl das Bild in Abb. 1.1 aus ca. 120000 Punkten besteht, kann es mit nur 96 Bytes gespei-
chert werden. Das ist moglich, weil dieses Bild ein Fraktal ist. Es wurde mit einem Iterierten
Funktionensystem (IFS) generiert, einem speziellen Typ von Fraktalcode. Allgemeines zu Frak-
talen ist [35] zu entnehmen.

Abbildung 1.1: Bild eines Fraktals (Barnsleys Farn [5])
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1.1 Bildcodierung

Ein digitales Bild wird hier als rechteckige Anordnung von Bildelementen (oder Pizeln vom
englischen picture-element) betrachtet. Auf den Prozef, der das Bild einer wirklichen Szene
iiber einen bildgebenden Sensor mittels Abtastung im Raum und Quantisierung des Signals
in ein digitales Bild umwandelt, soll hier nicht eingegangen werden; siehe dazu [46] und [25],
wo auch eine Ubersicht iiber Codierungsmethoden geboten wird. Ein Pixel besteht aus einer
Ortsangabe (Zeile und Spalte) und einem Pixelinhalt. In Abb. 1.2 ist das Schema eines solchen
digitalen Bildes zu sehen; (z,s,p.,) bezeichnet das Pixel mit Zeile z, Spalte s und Pixelinhalt
p.s. Der Inhalt eines Pixel ist vom Typ des Bildes abhéngig. Dies kann ein einzelnes Bit

(4.0,p40) (4,4,p44)

(0,0.p00)) (0,4.p04))

Abbildung 1.2: Ein digitales Bild ist eine rechteckige Anordnung von Pixeln

bei Bindrbildern sein (also Bildern, in denen nur die Werte Schwarz und Weif§ vorkommen);
oder ein Grauwert aus einem geeigneten Wertebereich (typisch 0 bis 255, also ein Byte) bei
Grauwertbildern; oder z.B. ein Farbwert, bestehend aus drei Farbkomponenten (entsprechend
drei Bytes), bei Farbbildern.

Die Aufiésung eines Bildes gibt an, wie fein gerade noch unterscheidbare Details im Bild sein
konnen. Hat man zwei Bilder unterschiedlicher Auflésung derselben Szene, so kann man im
Bild hoherer Auflésung feinere Strukturen erkennen als im Bild niedriger Auflésung. Dort hat
man jedoch einen besseren Uberblick.

Die Grdfle eines Bildes wird in Anzahl der Pixelzeilen mal Anzahl der Pixelspalten angegeben,
z.B. entspricht ein 512 x 512 Grauwertbild mit 256 Grauwertstufen in etwa einem Schwarz/Weif§
Videobild. Wenn man dieses Bild in Form von rohen Bilddaten abspeichert (also in Matrixform
mit einem Byte pro Pixel), so werden dafiir 256 KByte benotigt. Fiir ein 1024 x 1024 Farbbild
mit 256 Farbstufen pro Farbkanal werden bereits 3 MByte benotigt; diese Anzahl von Farbstu-
fen ist fiir eine realistische Darstellung ohne Streifenbildung bei kontinuierlichen Farbverldufen
notwendig.

Da Bildverarbeitung immer mehr an Bedeutung gewinnt und daher immer mehr digitale Bilder
verarbeitet werden, ergeben sich aus den hohen Speicheranforderung dieser Bilder Probleme
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fiir ihre Speicherung, Ubertragung und Verarbeitung. Weiters ist die Darstellung von digitalen
Bildern durch rohe Bilddaten nicht adiquat fiir komplexe Anwendungen wie Bildanalyse oder
Mustererkennung. Daher miissen geeignete Reprisentationen fiir digitale Bilder gefunden wer-
den. Unter einem Bildcode versteht man eine klar definierte Vorschrift, wie die rohen Bilddaten
eines digitalen Bildes in eine codierte Form zu bringen sind (Codierung) und wie die originalen
Bilddaten (oder die eines Bildes moglichst geringer Abweichung) aus dieser codierten Form zu
rekonstruieren sind (Decodierung). Meistens wird die codierte Form eines Bildes selbst auch als
Code bezeichnet. Sind rekonstruiertes und originales Bild immer identisch, so spricht man von
einem fehlerfreien, sonst von einem fehlerbehafteten Code.

An einen Bildcode werden folgende Anforderungen gestellt:

e hohe Kompressionsraten

Unter der Kompressionsrate eines Codierungsverfahren versteht man das Verhiltnis des
Speicherplatzbedarfes der rohen Bilddaten und des codierten Bildes; ist dieses Verhéltnis
grof}, so spricht man von einer hohen Kompressionsrate. Manchmal wird diese Grofie auch
in Bits pro Pixel (BpP) angegeben. Fiir fehlerfreie Codierung kann man mit Standardme-
thoden etwa Kompressionsraten von 2:1 bis 3:1 erzielen, bei fehlerbehafteter Codierung
20:1 bis 30:1.

e schnelle Codierung und Decodierung

e gute Qualitdt des rekonstruierten Bildes

Die Qualitdt des rekonstruierten Bildes kann man objektiv messen (eine mathematische
Funktion mifit die Abweichung von originalem und rekonstruiertem Bild), oder subjektiv
durch einen Menschen beurteilen lassen.

Um hohe Kompressionsraten zu erzielen, nimmt man einen Informationsverlust in Kauf.
Ein Bild kann umso héher komprimiert werden, je geringer sein Informationsgehalt ist.
Man verzichtet dabei auf Informationen, die der menschliche Betrachter nicht unbedingt
benotigt. Dabei wird die Physiologie des Sehvorganges ausgenutzt; dazu spéter mehr.
Manche Anwendungen, wie z.B. die medizinischen Datenverarbeitung, lassen wegen ihrer
Sensitivitdt diese Vorgehensweise nicht zu.

e universell anwendbar
Ein Bildcode sollte vergleichbare Resultate beziiglich der ersten drei Punkte fiir eine grofie
Klasse von Bildern liefern.

e progressive Ubertragung

Wird ein Bild iibertragen, so sollte moglichst bald eine Ubersicht des Bildes sichtbar sein,
genauere Approximationen werden dann Schritt fiir Schritt aufgebaut. Dies hat den Vor-
teil, daB ein nicht gewiinschtes Bild frith erkannt wird und die Ubertragung abgebrochen
werden kann.

e anwendungsbezogen

Die Struktur der codierten Bilddaten sollte die Losung von Verarbeitungsproblemen un-
terstitzen.
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Diese Anforderungen widersprechen sich zum Teil, deshalb muf} jeder Bildcode einen Kompro-
mif} eingehen und ist dementsprechend fiir eine bestimmte Anwendungsklasse geeignet. Die
Mehrzahl der im folgenden erwdhnten Bildcodes legt keinen Wert auf Anwendungsbezogenheit
und versucht nur die anderen Punkte der obigen Auflistung zu erfiillen.

Folgende Eigenschaften werden zur Codierung digitaler Bilder herangezogen:

e Redundanz im Bild

Es wird ausgenutzt, dafl der Bildinhalt in gewissem Sinn glatt, vorhersagbar, nicht zufillig
ist. Ein Bild mit konstantem Grauwert kann z.B. durch den Grauwert eines einzelnen Pi-
xels beschrieben werden. Enthélt jedoch ein Bild weifles Rauschen, so ist keine Redundanz
in ihm enthalten. IFS beniitzen die Selbstdhnlichkeit eines Bildes, um es zu codieren.

e Eigenschaften des menschlichen Sehvorganges

Das Auge ist z.B. viel empfindlicher fiir feine Details im Helligkeitssignal, als dies beim
Farbssignal der Fall ist [3]. Deshalb kann ohne merklichen Qualititsverlust ein Farbbild
in zwei Farbteile und einen Helligkeitsteil zerlegt werden, wobei die Farbteile mit weniger
Stufen quantisiert und mit weniger Werten abgetastet werden als die Helligkeit. Weiters
ist das Auge weniger empfindlich gegen Energien hoher rdumlicher Frequenz als solcher
niedriger rdumlicher Frequenz. Dies kann man so ausnutzen: Ein Bild wird in den Fre-
quenzbereich transformiert, die hohen Frequenzen werden mit weniger Stufen quantisiert
als die niedrigen Frequnzen; das decodierte Bild wird subjektiv keinen grofien Qualitéts-
verlust zeigen.

e Wissen iiber das Abgebildete (modellbasierte Codierung)

Wenn man z.B. weif}, dafl man das Bild eines Textes hat, der in einer bestimmten Schriftart
gesetzt wurde, so kann man die Zeichen erkennen und nur diese Information codieren.
Man muf} also ein Modell der abgebildeten Objekte besitzen, was klarerweise eine starke
Einschrinkung beziiglich der Anwendbarkeit solcher Codes darstellt. Andererseits kann
man solch eine Codierung zur Analyse des Bildes heranziehen; im obigen Beispiel wire die
Frage ,,Wird in diesem Bild Text der bestimmten Schriftart abgebildet?“ IFS kénnen auch
auf diese Weise betrachtet werden, da sie Auskunft iiber das Ausmaf} der Selbstahnlichkeit
des Bildes geben.

1.2 Einige Methoden zur Bildcodierung

Bildcodes kénnen nach Jain [25] in folgende Klassen eingeteilt werden:

e Pixelcodierung

Hier wird jedes Pixel fiir sich behandelt, Abhéngigkeiten unter den Pixeln werden ignoriert.

e voraussehende Codierung

Das zugrunde liegende Prinzip ist, die Redundanz zwischen aufeinander folgenden Pixeln
zu eliminieren und nur die neue Information zu codieren.
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e Transformationscodierung

Das Bild wird iiber eine geeignete Transformation in eine Darstellung iibergefiihrt, sodafl
wenige Abtastwerte einen grofien Teil der Information beeinhalten.

e andere Methoden

Generalisierungen oder Kombinationen der zuvor angefithrten Methoden. IFS fallen in
diese Kategorie, da sie die Redundanz des Bildes auf einer grofien Ebene ausnutzen
(Selbstdhnlichkeit).

Im folgenden werden einige bekannte Bildcodes und jiingste Entwicklungen auf dem Gebiet der
fraktalen Bildcodierung vorgestellt.

1.2.1 Pixelcodierung

Bereits die Speicherung der rohen Bilddaten kann als Code dieser Klasse bezeichnet werden.

Entropiecodierung

Es ist dies eine Klasse von Methoden, die ganz allgemein zur Codierung einer beliebigen Nach-
richt verwendet wird. Eine Nachricht ist dabei eine Kette von Symbolen aus einem bestimmten
Alphabet. Jede Nachricht wird durch eine Bitfolge fehlerfrei codiert.

Angenommen, man hat ein Alphabet mit n Symbolen, deren Auftrittswahrscheinlichkeit p;,
i = 1,...,n ist. Werden alle Symbole mit Codewortern (also Wortern iiber dem Alphabet
{0,1}) fixer Linge (mindestens [log, n]) codiert, so werden Nachrichten sicherlich langer sein,
als wenn man den Symbolen mit geringerer Auftrittswahrscheinlichkeit lingere Codeworter zu-
weist als solchen hoher Wahrscheinlichkeit. Eine systematische Methode, einen solchen Code
variabler Lange zu generieren, wurde von Huffman in [22] vorgestellt; man nennt dieses Verfah-
ren Huffmancodierung.

Folgende Methode wurde von Ziv und Lempel in [53] vorgestellt: Wéhrend des Codierungs-
prozesses wird ein Worterbuch von bereits codierten Subnachrichten angelegt und nochmals
auftretende Substrings durch Verweise in dieses Wérterbuch ersetzt. Eine darauf basierende,
verbesserte und weit verbreitete Methode, die LZW-Codierung wurde von Welch in [50] ange-
geben.

Eine jiingere Entwicklung ist die arithmetische Codierung (Witten et al. [51]), die es erlaubt,
Symbole mit weniger als einem Bit zu codieren, und die eine klare Trennung zwischen Codierung
und Modell vorsieht. Das Modell liefert die oben angefiihrten Wahrscheinlichkeiten p;, die ja
notwendig sind, um die Nachricht gut zu codieren. Meistens sind diese Werte nicht a priori
bekannt, sondern werden aus den Hiufigkeiten der bereits codierten Symbole abgeleitet; jedem
Symbol wird dabei die Wahrscheinlichkeit ,,Haufigkeit dividiert durch Lange der bisher codierten
Nachricht* zugeordnet. Es sind aber durchaus andere Modelle iiblich, wie z.B. solche mit
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fixen Wahrscheinlichkeiten, oder solche wo die Wahrscheinlichkeit von den unmittelbar zuvor
aufgetretenen Symbolen abhingig sind [1].

Die Anwendung der Entropiecodierung auf Bilder ist vielfach. Man kann direkt die Grau-
oder Farbwerte eines Bildes auf diese Weise codieren. Entropiecodierung wird aber auch zur
Verbesserung der Komprimierungsraten anderer Codes herangezogen.

Lauflingencodierung (Run-Length-Coding)

Das Bild wird zeilenweise abgetastet. Pixel, die den selben Inhalt haben (ein Lauf oder ,Run*),
werden zusammengefafit, es werden Linge und Pixelwert codiert. Eventuell wird noch eine
Entropiecodierung dieser Werte durchgefithrt. Werden Bindrbilder auf diese Weise codiert, so
mufl man nur die Lauflinge codieren, da sich ja schwarze und weifle Liufe immer abwechseln.

Konturcodierung

Das Bild wird in Bereiche mit homogenem Bildwert eingeteilt (segmentiert), diese Bereiche wer-
den dann {iber ihre Ridnder und den Bildwert definiert. Mdéglichkeiten, die Rénder zu codieren,
bieten Freeman Chain Code, Crack Code und RULI Code.

Blockcodierung

Medial (symmetric) axis: Es wird eine Uberdeckung des Bildes durch maximale Blocke
(Rechtecke, Scheiben, ... ) gleichen Bildwertes gesucht. Codiert werden das Zentrum, Ausdeh-
nung und Bildwert dieser Blécke.

Quadtree: Ein Quadtree ist ein Baum, dessen Knoten Teile des Bildes reprédsentieren. Hat ein
solcher Bildteil einen homogenen Bildwert, so hat der Knoten keine Nachfolger, der Bildwert
wird im Knoten vermerkt. Ist der Bildteil inhomogen, so wird er geviertelt und der Knoten
erhélt die Knoten dieser Viertel als Nachfolger. Der so entstehende Baum wird geeignet codiert.
Uber das Homogenitétskriterium kann man steuern, ob eine fehlerfreie oder fehlerbehaftete
Codierung entsteht. Eine neue, schnelle Methode der Quadtree-Codierung wurde von Berger
et al. in [10] vorgestellt.

1.2.2 Voraussehende Codierung

Das Bild wird zeilenweise codiert. Aus den bisher codierten Pixelwerten wird der Wert des
néchsten Pixels vorhergesagt, die Differenz von vorhergesagtem und tatsdchlichem Wert wird
codiert. Da die Pixel meistens korelliert sind, werden kleine Fehlerwerte weniger oft vorkommen
als groe. Uber Entropiecodierung kann so eine Bildkompression erreicht werden [41]. Wird
der Fehler noch quantisiert, so kann man auf Kosten der Bildqualtitit eine groflere Komprimie-
rungsrate erzielen.
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Die Voraussagefunktion kann entweder nur die vorangehenden Pixel in der aktuellen Zeile oder
zusitzlich auch noch die in den vorangehenden Zeilen betrachten. Letzteres ergibt hohere
Komprimierungsraten. Adaptive Methoden passen die Voraussagefunktion an das zu codierende
Bild an [52].

1.2.3 Transformationscodierung
Blockquantisierung

Das Bild wird iiber eine (meist separable) orthogonale Transformation vom Orts- in den Fre-
quenzbereich transformiert. Es ergibt sich eine rechteckige Anordnung von Koeffizienten die-
ser Transformation. Diese Koeffizienten kénnen nach ihrer Wichtigkeit beziiglich der Qualitéit
des rekonstruierten Bildes fix, iiber ein festgelegtes Schema (Zonal Coding) geordnet werden,
oder adaptiv nach ihren aktuellen Werten ( Threshold Coding). Weniger wichtige Koeffizienten
konnen mit weniger Stufen quantisiert oder iiberhaupt weggelassen werden [16]. Man kann
beweisen, dafy die Karhunen-Loeve-Transformation die fiir diese Art von Codierung am besten
geeignete Transformation ist [25]. Da sie aber einen hohen Rechenaufwand erfordert, werden
iiblicherweise schnelle unitére Transformationen wie Fourier-, Hadamard-, Slant- [44] oder Co-
sinustransformation eingesetzt.

In der Praxis wird die Transformation meist nicht auf das ganze Bild, sondern auf Subblécke des-
selben angewendet, deshalb der Name Blockquantisierung. Die Koeffizienten dieser Subblécke
werden dann wie oben beschrieben codiert.

Laplacepyramide

Eine Bildpyramide ist eine Sammlung von Bildern unterschiedlicher Auflésung aber gleichen
Bildinhalts [27]. Die einzelnen Bilder werden von hoher zu niedriger Auflésung geordnet und
numeriert, und ergeben so die Ebenen der Pyramide. Das Originalbild wird mit G bezeichnet,
das Bild néchst kleinerer Auflésung mit Gy, usw.

Eine Grauwwertpyramide wird dadurch aufgebaut, dafl ein Pixel der Ebene G;,; als Wert das
gewichtete Mittel der Pixel innerhalb eines bestimmten Reduktionsfensters auf Ebene G; erhilt.
Der Reduktionsfaktor gibt dabei die Rate an, mit der die Anzahl der Pixel von Ebene zu Ebene
abnimmt. Die klassische Pyramide ergibt sich, wenn jeweils zwei mal zwei Pixel ein Pixel der
hoheren Ebene ergeben; diese Pyramide wird als 2 x 2/4-Pyramide bezeichnet, wobei 4 der
Reduktionsfaktor ist. Jede Ebene G;,; entspricht einer Tiefpafl gefilterten Version der Ebene
G, da durch die Mittelung hohe Frequenzen (also feine Details) unterdriickt werden.

Eine Laplacepyramide [11] entsteht aus einer Grauwertpyramide, indem man die dort vorhan-
dene Redundanz beseitigt. In der Grauwertpyramide sind ja die tiefen Frequenzen in allen
Ebenen vorhanden. Aus einer Ebene G,,; berechnet man sich durch Interpolation eine Ap-
proximation G; der darunterliegende Ebene. Die Ebene ¢ der Laplacepyramide ist dann die
Differenz zwischen der tatsdchlichen und der approximierten Ebene i der Grauwertpyramide:
L,=G,— C;'i. L; besteht nur aus den Frequenzen, die in G; enthalten sind, aber in G;;, fehlen;
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L; ist also eine Bandpaf} gefiltere Version von GG;. Setzt man noch die Ebene héchster Auflésung
L, := G, so kann man das Bild aus der Laplacepyramide exakt rekonstruieren. Mit der Lapla-
cepyramide ist eine progressive Ubertragung méglich. Indem nacheinander die Ebenen L,,, L,,_1,

. libertragen werden, entsteht eine immer besser werdende Approximation des Originalbildes,
das nach Ubertragung von L, fehlerfrei wiedergegeben wird. Da die Interpolationsfunktion eine
gute Naherung liefert, kann man die Laplacepyramide durch Entropiecodierung und eventuelle
Quantisierung effizient codieren.

Die mit dieser Methode erzielbaren Kompressionsraten werden fiir die 3 x 3/2 (Mayer, Kro-
patsch) und die 5 x 5/4 (Burt [11]) Pyramide in [37, 38, 36] verglichen. Es werden fiir beide
Pyramiden Kompressionsraten von 1:10 bis 1:20 angegeben; aufgrund des niedrigeren Reduk-
tionsfaktors ist aber die 3 x 3/2 Pyramide vorzuziehen, da sie mehr Aufldsungsstufen bietet.

Neben der Grauwert- und der Laplacepyramide kann man auch Pyramiden definieren, die eine
abstraktere Beschreibung des Bildes auf unterschiedlichen Auflésungsebenen liefern. So ordnet
z.B. die Kurvenpyramide [26] die Kurven eines Bildes nach ihrer Lange.

Wavelets

Die Wavelettransformation [34] verbindet Repriisentation im Frequenz- und Ortsbereich. Ein
Bild D der Grofle 512 x 512 wird in vier Bilder der Gréfle 256 x 256 zerlegt. Eines dieser
Bilder ist ein Ortsbild reduzierter Auflésung. Die drei anderen entsprechen rdumlich orientier-
ten, gefilterten Frequenzkanélen, zwei enthalten jeweils die horizontalen und vertikalen hohen
Frequenzen (also vertikale und horizontale Kanten), das dritte enthilt die hohen Frequenzen
in beiden Richtungen (also die Ecken). Durch geeignete Quantisierung (hohe Frequenzen sind
nicht so ausschlaggebend wie niedrige) und Entropiecodierung kann wieder eine Komprimierung
erreicht werden.

1.2.4 Andere Codierungsmethoden
Hybride Codierung

Hybride Codierung ist eine Kombination von voraussehender und Transformationscodierung.
Aus den Koeffizienten des vorangehenden Blockes werden die Koeffizienten des aktuellen Blocks
vorhergesagt, der Fehler wird meist gering sein und kann entropiecodiert gespeichert werden.
Diese Methode kann noch um eine adaptive Komponente erweitert werden, die die Vorhersage-
funktion an das Bild anpaft.

Der JPEG (Joint Photographics Experts Group) CCITT/ISO Standard fiir Komprimierung
photographischer (Grauwert- und Farb-) Bilder ist eine hybride Codierung [2]. Das Bild wird
in 8 x 8 Blocken einer diskreten Cosinustransformation (DCT) unterzogen. Die so erhaltenen
64 Koeflizienten pro Block werden nach ihrer Frequenz geordnet und entsprechend quantisiert.
Der ,,Gleichstromkoeffizient“, also jener Wert, der die Grundhelligkeit des Blocks angibt, wird
einer voraussehenden Codierung unterzogen, es wird also die Differenz zum vorhergesagten Wert
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codiert. Die so gebildeten Koeffizienten werden Huffman- oder arithmetisch codiert. Kompres-
sionsraten von 10:1 bis zu 50:1 werden fiir diese Methode in [3] angegeben. In [2] wird eine
Kompressionsrate von 64:1 bei ,brauchbarer® und 18:1 bei exzellenter Qualitdt angegeben.

Vektorquantisierung

Das Bild wird in Blocke fixer Grofle zerlegt. Fiir jeden Block des Bildes wird jener Block in
einer gegeben Menge (dem Codebuch) von vordefinierten Blocken gesucht, der die geringste
Abweichung zum Bildblock zeigt. Der Index des gefundenen Blockes wird (iiber Entropiecodie-
rung) codiert. Das Codebuch kann fix sein oder adaptiv iiber eine Serie von Bildern definiert

werden. Hsieh et al. prisentierten kiirzlich in [21] einen schnellen Algorithmus zur Erzeugung
des Codebuchs.

1.2.5 Fraktale Codierung

Das Gebiet der fraktalen Bildcodierung hat in letzter Zeit viel Aufmerksamkeit auf sich gezogen,
nicht zuletzt wegen der immens hohen Kompressionsraten von 10000:1, die von Barnsley in
[9] angegeben wurden. Unter anderem wurden Fraktale fiir die geometrische Modellierung in
Systemen zur Erzeugung realistischer, computergenerierter Grafiken verwendet [18, 17, 15].

Neben IFS werden aber auch oft andere Codierungsmethoden als fraktal bezeichnet. Fisher [14]
und Jacquin [24] geben eine Methode an, bei der die Selbstahnlichkeit eines Bildes auf Block-
ebene ausgeniitzt wird. Es werden kontraktive Funktionen gesucht, die Grauwertblocke auf
kleinere Grauwertblocke desselben Bildes transformiern. Die Funktionen verdndern dabei Lage
(Drehen in 90° Grad Schritten, verschieben und Spiegeln) und Grauwerte (lineare Transforma-
tion der Grauwerte) der Blocke. Fiir einen gegebenen Block wird unter allen moglichen Blécken
jener gesucht, der nach Transformation den gegebenen Block am besten approximiert. So wird
jeder Block durch eine Funktion erzeugt; alle diese Funktionen ergeben zusammen eine einzige
Funktion. Das rekonstruierte Bild ist der (approximierte) Fixpunkt der so erhaltenen Funktion.
Fisher gibt in [14] eine Kompressionsrate von 16.5:1 bei einem Least-Square-Fehler von 10.4 an;
Jacquin berichtet in [24] eine Kompressionsrate von 9:1 bei einem Signal/Rauschverhéltnis von
27.7 dB. Beide verwenden das bekannte ,,Lena“ Bild.

Pentland und Horowitz erlautern in [43] eine Methode, bei der ein Bild einer Wavelettransforma-
tion unterzogen wird, die drei Frequenzkanéle (horizontal, vertikal und nach beiden Richtungen)
getrennt einer Vektorquantisierung unterworfen werden. Dabei wird Selbstdhnlichkeit der Fre-
quenzbilder unterschiedlicher Auflésung ausgenutzt, um die Codierung der Vektorquantisierung
zu optimieren. Es wird eine Kompressionsrate von 13.3:1 bei einem Signal-/Rauschverhéltnis
von 30 dB als typisch fiir diese Methode angegeben.

Wenn man jedoch von den von Barnsley angegeben Resultaten absieht, die ndheren Details
seiner Methode wurden bisher von ihm nicht angegeben, war bisher niemand in der Lage, eine
praktikable Bildcodierung mittels IFS zu publizieren. Dies scheiterte vor allem daran, fiir ein
gegebenes Bild eine Codierung mittels IFS zu finden, sodafl das rekonstruierte Bild von ge-
eigneter Qualitédt ist. Dieses Problem ist als inverses Problem bekannt. Da dies ein schweres
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Problem ist, haben verschiedene Autoren [20, 33| einen halbautomatischen Ansatz zu dessen
Losung propagiert. Andere Ansétze versuchen das inverse Problem iiber die Optimierung eines
Fehlerkriteriums zu losen [31, 32]; Vrscay verwendet in [49] zusétzlich genetische Suchalgorith-
men. Fiir einige eingeschrinkte Félle konnten jedoch bereits automatische Losungen gefunden
werden: Mazel und Hayes geben in [39] zwei Verfahren zur Codierung diskreter, eindimensiona-
ler Signale an, die strikte bzw. partielle Selbstaffinitdt der Signale ausnutzen; aus den diskreten
Funktionswerten werden iiber eine extensive Suche die am besten geeigneten Transformationen
berechnet. In [29, 28] geben Kropatsch et al. eine Losung des inversen Problems fiir eindimen-
sionale binére Pixelzeilen unter Verwendung strikter Selbstaffinitit an; der IFS Code wird dabei
direkt aus den geometrischen Eigenschaften der Pixelzeile berechnet.

1.3 Eine Einfiihrung in Iterierte Funktionensysteme

Ein IFS ist eine Menge von Funktionen. Die Wirkungsweise dieser Funktionen 148t sich mit
einem Gerét veranschaulichen, das wohl jedem vertraut ist: einer Kopiermaschine, die verklei-
nern kann. Jede Konfiguration einer solchen Maschine entspricht einer Funktion, die in einem
IFS verwendet werden kann. Die einzige Bedingung dabei ist, dafl die von der Kopiermaschine
erzeugte Kopie eines Bildes, also der Output der Kopiermaschine, etwas verkleinert ist.

Wird nun dieser Output als Input fiir die Maschine verwendet, der resultierende Output wieder
als Input usw., zeigt sich folgendes: Die Kopien des Bildes werden kleiner und kleiner, bis
frither oder spéter (abhéingig vom Verkleinerungsfaktor) nur noch ein einziger schwarzer Punkt
zu sehen ist. Dieses Endresultat ergibt sich immer, egal welches Ausgangsbild urspriinglich als
Input fiir die Kopiermaschine verwendet wurde.

Weit interessantere und vielfdltigere Endresultate zeigen sich, wenn die Kopiermaschine zu einer
»,Multi Contraction Copy Machine* (MCCM) [42] umgebaut wird:

Statt eines Linsensystems zur Verkleinerung werden nun mehrere unabhéngige Linsensysteme
verwendet, in Analogie zu IFS, die auch aus mehreren Funktionen bestehen. Sie alle verklei-
nern das Input-Bild und kopieren es auf das Output—Bild, und zwar abhéngig von bestimmten
Faktoren: Der erste Parameter der MCCM bestimmt die Anzahl der Linsensysteme, die ver-
wendet werden sollen. Der zweite Parameter hélt den Verkleinerungsfaktor jedes einzelnen
Linsensystems fest, und der dritte beschreibt die Position des Ergebnisses von jedem einzelnen
Linsensystem auf dem Output—Bild.

Betétigt man die MCCM einmal, wird das Input—Bild mit verschiedenen Verkleinerungsfaktoren
kopiert und die Ergebnisse in einem bestimmten Muster auf dem Output-Bild angeordnet. Das
Output—Bild der MCCM wird wieder als Input—Bild verwendet usw., wie im obigen Experiment
fir die Kopiermaschine. War bei dieser das Endresultat ein schwarzer Punkt, so ist bei der
MCCM das Endresultat ein fraktales Bild, dessen Aussehen nur von den drei Parametern der
MCCM abhéngt.

Als Beispiel soll eine MCCM mit drei aktiven Linsensystemen genommen werden, die das Input—
Bild jeweils um den Faktor £ verkleinern und die Ergebnisse in Form eines gleichseitigen Dreiecks
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anordnen. Abb. 1.3 zeigt die Anwendung der MCCM auf verschiedene Ausgangsbilder. Man
sieht, daf} das Endresultat immer das gleiche sein wird, unabhéingig vom Ausgangsbild.

Ausgangsbild 1. Kopie 2. Kopie 3. Kopie

Abbildung 1.3: Die ersten drei Kopien verschiedener Ausgangsbilder einer MCCM

Das Ausgangsbild in der letzten Zeile zeigt spezielles Verhalten; es dndert sich nicht, egal wie
oft die MCCM darauf angewendet wird. Diese Eigenschaft besitzt genau ein Bild, ndmlich das
Endresultat, das von allen Ausgangsbildern durch Iteration erreicht wird. Das Endresultat der
MCCM von Abb. 1.3 ist das sogenannte Sierpinski Dreieck [5].

Nachdem die Funktionsweise einer MCCM beschrieben wurde, kann die Analogie zu IFS ge-
zogen werden. Die IFS, die in dieser Arbeit behandelt werden, bestehen aus endlich vielen
kontraktiven affinen Transformationen. Man kann sich die Effekte dieser Transformationen auf
geometrischer Ebene vorstellen: Sie beschreiben Rotation, Skalierung, Spiegelung und daraus
zusammengesetzte Operationen. Jede Konfiguration der letzten beiden Parameter einer MCCM
entspricht einer solchen Transformation!.

Es werden alle Transformationen auf eine Ausgangsmenge angewendet; die einzelnen Ergebnisse
werden vereinigt, wie bei der MCCM die verschiedenen Linsensysteme zusammen ein Output—
Bild produzieren. Auf dieses Ergebnis werden wiederum alle Transformationen angewendet
usw.

"Umgekehrt gilt dies jedoch nicht, da die Skalierung, die eine affine Transformationen durchfiihrt, nicht in
allen Richtungen gleichférmig sein mu$.
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Analog zur MCCM produziert auch ein IFS unabhingig vom Ausgangsbild ein Endresultat, den
sogenannten Attraktor. Dieser Attraktor ist eine Menge, die von dem IFS generiert wird.

Nimmt man den Attraktor als Ausgangsmenge, dndert er sich nicht, egal wie oft die Transfor-
mationen des TFS darauf angewendet werden.

Jede Transformation eines IFS I8t sich mit sechs reellen Zahlen beschreiben. Das erklért den
geringen Speicherbedarf von Bildern, die durch ein IFS codiert sind. Dies, und die Tatsache,
daf} fraktale Bilder mit herkémmlichen Methoden nur mit groflem Speicheraufwand codierbar
sind, 18t es angebracht erscheinen, IF'S genauer zu studieren.

Man mochte den Attraktor als digitales Bild darstellen, was mit bisherigen Methoden sehr auf-
wendig war, da diese Algorithmen den Attraktor in R? annihern, ohne die Bildschirmauflésung
zu beriicksichtigen. Daraus ergibt sich weiters, daf} es nicht eindeutig ist, wann der Prozef} be-
endet werden soll, um ein befriedigendes Ergebnis sowohl hinsichtlich der Bildqualitit als auch
der Ausgabezeit zu liefern.

In dieser Arbeit werden diskrete IFS eingefiihrt, die durch eine Diskretisierung der verwendeten
Funktionen zustande kommen. Dadurch wird es mdéglich, das Problem der Attraktordarstellung
im diskreten Raum zu behandeln und einen diskreten Attraktor direkt in diesem diskreten
Raum zu berechnen. Zwei Algorithmen die einen solchen diskreten Attraktor berechnen werden
vorgestellt. Zur weiteren Beschleunigung der Ausgabe werden Bildpyramiden [27] verwendet.

Im Rahmen von grundlegenden Vorbereitungen werden zuerst die mathematischen Grundlagen
von IFS vorgestellt, sowie affine Transformationen nédher untersucht.



Kapitel 2

Grundlagen Iterierter
Funktionensysteme

Es wird hier die grundlegende Theorie Iterierter Funktionensysteme dargelegt, wie sie von
Hutchinson in [23] dargestellt und von Barnsley in [5, 6] erweitert wurde. Kiirzlich vorge-
nommene Erweiterung Iterierter Funktionensysteme, wie Lineare Markov IFS [30], Language
Restricted IFS [45] oder Recurrent IFS [7] werden hier nicht behandelt, obwohl insbesondere
die spiter vorgenommene Diskretisierung sehr wohl auch auf diese erweiterten IFS anwendbar
ist.

Notation und Definitionen folgen teilweise [5, 13]. Wenn nicht anders erwihnt, sind Beweise fiir
die Sétze in [23, 5, 13] zu finden. Eine leicht verstindliche Einfiihrung in das Gebiet ist z.B.
[42].

(X, d) bezeichne in diesem Kapitel einen vollstindigen metrischen Raum mit Distanzfunktion d.

Definition 2.1 Eine Zahl ¢ € R, heifit Kontraktionsfaktor einer Abbildung w auf X genau
dann, wenn

(2.1) d(w(x), w(y)) < cd(z,y) Va,y € X
und es kein k € [0, ¢) mit

(2.2) d(w(z),w(y)) < kd(z,y) Vr,ye X
gibt.

Definition 2.2 Eine Abbildung w auf X heifit kontraktiv genau dann, wenn ihr Kontraktions-
faktor ¢ < 1 ist.

Definition 2.3 Ein x € X heifit Fizpunkt der Abbildung w : X — X genau dann, wenn es
w(z) = x (die Fizpunktgleichung) erfiillt. Die Fixpunkte von w sind also genau jene Elemente
von X, die unter w auf sich selbst abgebildet werden.

13
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Definition 2.4 Fiir eine kontraktive Abbildung w : X — X heifit die Folge {z,}, n =
0,1,2,..., mit o € X und x,,; = w(x,) fiir n > 0, der Orbit von x, unter w.

Einen Zusammenhang zwischen Fixpunkten einer kontraktiven Abbildung und ihren Orbits
liefert der Banachsche Fizpunktsatz [19] (hier in eingeschrinkter Form):

Satz 2.5 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei w : X — X eine kontraktive Abbildung auf X,
dann hat die Fixpunktgleichung x = w(x) eine eindeutige Losung xr € X, und der Orbit jedes
Anfangselements xy € X unter w konvergiert zu diesem eindeutigen Fixpunkt.

Bisher wurden Elemente von X und ihre Bilder unter kontraktiven Abbildungen betrachtet.
Nun wenden wir uns Abbildungen zu, die auf speziellen Teilmengen von X definiert sind.

Definition 2.6 Sei H(X) die Klasse aller nicht leeren kompakten Untermengen von X.

Sei As die 6-Umgebung von A € H(X), 6 € R}. Diese besteht aus der Menge der Punkte, die
innerhalb einer Distanz 6 von A liegen, d.h.

(2.3) As :={x € X | d(z,a) <6 fiir mindestens ein a € A}.
Definition 2.7 Die Abbildung d;, : H(X) x H(X) — R mit

(2.4) d,(A,B) :=inf{§ € Rf | AC Bs und B C A;}
fir A, B € H(X) wird Hausdorffmetrik genannt.

Satz 2.8 Ist (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, so ist (H(X),dy) ebenfalls ein solcher.

Der néchste Satz zeigt, daf man ein w zu einer Abbildung auf H(X) erweitern kann, man also
statt einzelnen Punkten ganze Mengen transformiert, und daf§ dabei die Kontraktivitit erhalten
bleibt.

Satz 2.9 Ist w: X — X eine kontraktive Abbildung auf (X, d) mit Kontraktionsfaktor ¢, dann
ist w: H(X) — H(X) mit

(2.5) w(A) :={w(a) | a € A} AeH(X)

eine kontraktive Abbildung auf (H(X),d;) mit Kontraktionsfaktor c.

2.1 Deterministische IFS

Es werden nun Iterierte Funktionensysteme definiert und ihre Eigenschaften festgestellt.

Definition 2.10 Ein deterministisches Iteriertes Funktionensystem (kurz deterministisches
IFS oder nur IFS) ist eine endliche Menge von zwei oder mehr kontraktiven Abbildungen auf
X.
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Die im folgenden definierte Abbildung charakterisiert den Effekt eines IFS auf ein Element aus
H(X).

Definition 2.11 Der Hutchinsonoperator w : H(X) — H(X) eines IFS {w; | i =1,...,n} ist
die Vereinigung der Bilder unter den n Abbildungen des IFS:

(2.6) w(A) = U w;(A) A€ H(X)

Folgende beide Sitze sind zentral in der Theorie von IF'S.

Satz 2.12 Der Hutchinsonoperator w : H(X) — H(X) eines IF'S ist eine kontraktive Abbil-
dung auf dem vollstéindigen metrischen Raum (H(X),d,). Der maximale Kontraktionsfaktor
der Abbildungen des IFS ist der Kontraktionsfaktor von w und wird Kontraktionsfaktor des
zugehérigen IFS genannt.

Wendet man den Banachschen Fixpunktsatz (Satz 2.5) auf den Hutchinsonoperator an, ergibt
sich folgender Satz:

Satz 2.13 Der Hutchinsonoperator w hat einen eindeutigen Fixpunkt A € H(X). A ist die
eindeutige Ldsung von

(2.7) A=w(A).

Der Orbit {Ay, w(Ay), w°?(Ay),. ..} jedes Anfangselements Ay € H(X) unter w konvergiert zu
A.

Da der Fixpunkt des Hutchinsonoperators eine so wichtige Rolle, spielt wird ihm ein spezieller
Name gegeben.

Definition 2.14 Der Fixpunkt A des Hutchinsonoperators wird Attraktor des zugehorigen IFS
genannt.

Um das soeben Vorgestellte zu illustrieren, werden nun einige Beispiele gebracht. Dabei wird
der metrische Raum R? mit dem euklidischen Abstand verwendet, da dieser leicht darstell-
bar ist und dem ,natiirlichen* Abstandsbegriff entspricht. Die verwendeten Abbildungen sind
kontraktive affine Transformationen, die im n#chsten Kapitel noch eingehend studiert werden.
Kontraktiv bedeutet nun einfach, dafl eine Figur in jeder Richtung kleiner wird, wenn sie ei-
ner Transformation unterzogen wird. Um affine Transformationen anschaulich beschreiben zu
kénnen, wird eine Notation verwendet, die ebenfalls im néchsten Kapitel genau definiert wird.
Hier soll vorerst eine informelle Definition geniigen: &(c,,c,) beschreibt eine Skalierung in x—
Richtung mit dem Faktor ¢,, ¢, entsprechend in y-Richtung. 2(«) beschreibt eine Drehung um
den Winkel a.
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Der Effekt des Hutchinsonoperators des IFS {w,, wy, ws} auf R?, mit

G(0.5,0.5)7
6(0.5,05)7 + ( jr;)  TER
ws(z) = &(0.5,0.5)7 + (°]

0

wy (7)

(2.8) w3 ()

ist in Abb. 2.1 illustriert. Die Ausgangsmenge ist das graue Rechteck links oben in der Abbil-

Abbildung 2.1: Wirkung des Hutchinsonoperators auf ein Rechteck

dung. Die einmalige Anwendung des Hutchinsonoperators darauf ergibt die Menge rechts dane-
ben. Wird in der Anwendung des Hutchinsonoperators fortgefahren, ist das Ergebnis eine immer
bessere Approximation des Attraktors, in diesem Fall das Sierpinski—Dreieck. Das Sierpinski—
Dreieck wird durch den Hutchinsonoperator dieses [FS immer angenéhert, egal welche Figur als
Ausgangsbild genommen wird, und es ist der einzige Fixpunkt dieses Hutchinsonoperators.

Abb. 2.2 zeigt einige IFS in R? und ihre Attraktoren.

2.2 Probabilistische IFS

Ein probabilistisches Iteriertes Funktionensystem ist ein IFS, das um eine Wahrscheinlichkeit p;
fiir jede Abbildung w; erweitert wurde. Die Summe der Wahrscheinlichkeiten ergibt 1.

Sei B(X) die Borel-o—Algebra' von X [13] und P(X) der Raum der Wahrscheinlichkeitsmafie?
auf dem Mefiraum (X, B(X)).

Wenn man X = R? setzt, kann man sich ein Wahrscheinlichkeitsmaf} . € P(R?) als eine Menge
unendlich feinen Sandes mit Gewicht 1 vorstellen, der iiber der euklidischen Ebene verteilt ist.

! Also die vom System der offenen Mengen von X erzeugte o—Algebra.

*Ein Maf§ 1 auf einem Mefraum (Q, ) mit 4(Q) = 1 heiit Wahrscheinlichkeitsmaf$§ auf (€2, 21).
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Abbildung 2.2: Einige IFS mit zugehorigen Attraktoren
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Das Gewicht des Sandes, der auf einer Menge A aus B(R?) lastet, ist dann p(A). Aus solchen
MafBen konnen leicht Bilder erzeugt werden [12], denn sie konnen direkt als Grauwertverteilung
interpretiert werden. Uber eine Farbtabelle oder durch Uberlagerung dreier MaBe kann auch
ein Farbbild generiert werden. Es wird nun gezeigt, wie ein probabilistisches IFS ein eindeutiges

Maf} definiert.

Definition 2.15 Jede Abbildung w; eines probabilistischen IFS erzeugt einen Markovoperator
M; auf P(X):
(2.9) Mi(u)(A) = p(w; ' (4)) A€ B(X), pe P(X)

2

Der Operator M : P(X) — P(X) fiir das gesamte IFS ist dann folgendermaflen definiert:

(2.10) M(u)(A) =3 piMi(p)(4) A €B(X), pePX)

Der Effekt des Markovoperators M des IFS

w (7) = &(0.5,0.5)z + ({2) p1=0.15

(2.11) wQ(af) = 65(0.5, 0.5)? + () Pp2=0.225 -
w3(Z) = 6(0.5,0.5)F ps = 0.4
wy(z) = 6(0.5,0.5)z + (°) pa=0.225

auf R? soll nun beschrieben werden: Wie man leicht sieht, ist das Einheitsquadrat [0,1] x [0, 1]
der Attraktor des IF'S, denn es gilt:

w([0,1] x [0,1]) = A; =1[0.5,1] x [0.5,1]
(2.12) ws([0,1] x [0,1]) = A = [0,0.5] x [0.5,1]
ws([0,1] x [0,1]) = A3 = [0,0.5] x [0,0.5]
wy([0,1] x [0,1]) = A4, = [0.5,1] x [0,0.5]
und damit
(2.13) w([0,1] x [0,1]) = OAi = [0,1] x [0,1].

Es werden nun Grauwertbilder® von Maflen gezeigt, deren Triger? das Einheitsquadrat ist. Diese
Bilder sind so zu interpretieren, dafl der Maflwert einer Fliche umso grofier ist, je dunkler sie ist.
Definiert man p, als das Maf$, das jeder Menge A aus B(R?) den Flicheninhalt von ANJ0,1] x
[0, 1] zuordnet, so kann man dieses Maf als ein gleichférmig schwarzes Quadrat darstellen, da

3Es wird darauf hingewiesen, daB durch die Reproduktionstechnik bedingt, Grauwertbilder hier als binire
Bilder wiedergegeben werden. Unterschiedliche Grauwerte werden dabei durch unterschiedliche Punktdichten
dargestellt.

*Der Triger eines Mafles p auf (Q,21) ist Q\ J{A € % | u(A) =0 und A ist offen}.
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gleich grofle Flichen den gleichen Mafiwert haben und damit po sozusagen homogene Dichte auf
[0,1] x [0, 1] besitzt. In Abb. 2.3 sieht man links oben das Maf 1y = M(p). Es ergeben sich vier
Teilbereiche mit konstanten Grauwerten, die zueinander im Verhéltnis der Wahrscheinlichkeiten
jener Transformationen stehen, die den entsprechenden Teil des Attraktors erzeugen: Wendet
man die w; auf das Einheitsquadrat an, so erhilt man die A; aus (2.12). Die Mafiwerte dieser
vier Mengen sind

4
(2.14) (A =" pipo(w;(4))) fiir i = 1,2,3, 4.
j=1
Da aber pg(w; ' (A4;)) =0 fiir i # j ist, und po(w; ' (A;)) = po([0,1] x [0,1]) =1 fiir i = 1,2,3,4
gilt, erhédlt man aus der obigen Beziehung
(2.15) pi(A;) =p; fiir¢ =1,2,3,4.

Rechts oben in Abb. 2.3 sieht man das Bild des Mafles go = M(x;). Da man nun schon
jeweils zwei Transformationen auf y, angewendet hat (nfimlich w; ' o w;l firi,j € {1,2,3,4}),
ergeben sich nun 16 Teilbereiche konstanter Grauwerte, die im Verhéltnis des Produktes der
Wahrscheinlichkeiten jener beiden Transformationen stehen, die den entsprechenden Bereich
erzeugen. Links unten ist ps, rechts unten ug abgebildet. So wie die wiederholte Anwendung
des Hutchinsonoperators w auf ein Bild immer bessere Approximationen des Attraktors liefert,
so strebt die Folge {u,} gegen ein MaB .., das von M nicht mehr verdndert wird. Dieses
wnvariante Maf ist nur von den Transformationen und Wahrscheinlichkeiten des IFS abhingig.

Definition 2.16 Die Abbildung dy : P(X) x P(X) — R} mit

(2.16) du(p,v) == sup{/ pdp —/ de}
pel X X
fiir u,v € P(X), wobei

(2.17) Ci={p: X = R|Va,y € X:|p(x) - oy <d(x,y)}
wird Hutchinsonmetrik genannt.
Satz 2.17 Ist (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, so ist (P(X), dg) ebenfalls ein solcher.

Satz 2.18 Der Markovoperator M : P(X) — P(X) eines probabilistischen IFS ist eine kon-
traktive Abbildung auf dem vollstindigen metrischen Raum (P(X),dy). M besitzt einen ein-
deutigen Fixpunkt ur € P(X), der die einzige Lésung der Gleichung

(2.18) u(A) = M(p)(A) VA€ B(X)

ist und dessen Tréger der Attraktor des IF'S ist. pp wird invariantes Maf} genannt.
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Abbildung 2.3: Wirkung des Markovoperators auf ein Maf
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Kapitel 3

Affine Transformationen

IFS, die in X = R?, d € Nt mit dem euklidischen Abstand und affinen Transformationen
definiert sind!, sind von besonderem Interesse, da der euklidische Abstand der ,natiirliche®
Abstand ist, affine Transformationen geometrische Transformationen sind, deren Wirkungsweise
unmittelbar anschaulich ist, und Attraktoren solcher IFS als Bilder dargestellt werden kénnen.

Die Beziehung zwischen einem Bild und einer Teilmenge von R? ist wie folgt: Ein (reales)
Grauwertbild ist nach [46] eine Funktion f : R® — R deren Triger eine beschriinkte Menge
ist. Ein Binérbild ist dann analog eine Funktion b : R* — {0,1} mit beschrinktem Tréger.
Hier wird ein Bindrbild b mit dem Abschlufi des Trégers von b identifiziert, also der Menge
aller Punkte von R? die unter b auf 1 abgebildet werden. Man verwendet den Abschluff des
Tragers, um Kompaktheit zu erlangen, da dies keine praktische Einschrinkung darstellt, und
in Bezug auf die verwendete Mathematik von Vorteil ist. Umgekehrt definiert jede kompakte
Teilmenge von R? damit auch ein Binirbild. Ebenso kann man mit Grauwertbildern verfahren,
nur ist es dann notwendig, auch den Grauwert zu codieren; man identifiziert das Grauwertbild f
mit dem Abschluff der Menge {(x,y,¢) | f(z,y) = g mit z,y € R und g € R}, sozusagen den
Punkten, die eine Helligkeit grofier 0 haben. Farbbilder konnen analog als kompakte Teilmengen
von R® (zwei Ortskoordinaten und drei Farbwerte) betrachtet werden. Damit die Attraktoren
in diesen Féllen fiir jede Ortskoordinate einen eindeutigen Wert besitzen, diirfen nach [39]
die Transformationen nur Schirungen sein, also den Raum in Richtung der Koordinaten der
Bildwerte nicht drehen.

Es werden zunichst einige Eigenschaften allgemeiner affiner Transformationen auf R? unter-
sucht, dann werden nur mehr affine Transformationen auf R? betrachtet.

3.1 Notation, grundlegende Definitionen und Begriffe

Zunéachst zur verwendeten Notation:

'd bezeichnet hier die Dimension des verwendeten euklidischen Vektorraums, und sollte nicht mit der Metrik
d(z,y) verwechselt werden.

21
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e R4 ist die Menge der d x d Matrizen iiber R, d > 1.
o L,M,S, ... € R sind d x d Matrizen iiber R.
o I, € R™? ist die d x d Einheitsmatrix.

e 7,7,%,t,... € R sind Vektoren (Punkte) im d—dimensionalen euklidischen Raum. 7; mit
1 =1,...,d sind die Komponenten des Vektors Z.

e 0 € R? ist der Nullvektor.
Nun einige gut bekannte Definitionen aus der linearen Algebra, die aber hier bereits auf R? als

zugrunde liegendem Vektorraum zugeschnitten sind. Fiir die allgemeinen Definitionen sei auf
[40] verwiesen.

Definition 3.1 Ein linearer Operator ¢ : RY — R? ist eine Abbildung, die die folgenden
Eigenschaften hat:

©

(3.1) p(z+79) = p(z) + ¢(y) v,y eR
o(cr) = cp(T) VzeR!, VeeR

Die linearen Operatoren auf R? sind zu den d x d Matrizen iiber R isomorph [40], dabei gibt es
fiir jeden linearen Operator ¢ genau eine Matrix L € R*?, sodaf
(3.3) o(z) = Lz Ve R

Daher werden die Begriffe d x d Matrix iiber R (kurz Matrix) und linearer Operator auf R?
synonym verwendet.

Definition 3.2 Eine affine Transformation w : R — R? ist eine Abbildung, die jedem Punkt
7 € R? den Punkt

(3.4) w(Z) =L+t

zuordnet, wobei L € R¥*¢ ein linearer Operator auf R? ist. Eine affine Transformation ist also
durch einen linearen Operator und einen Punkt ¢ € R?, die translative Komponente von w,
festgelegt.

Definition 3.3 Als Inneres Produkt (-,-) zweier Vektoren aus R? bezeichnet man die Abbil-
dung:

Definition 3.4 Die Norm (Lénge) || - || eines Vektors aus R? ist folgende Abbildung:
-1l R — Ry

T ||Z|| =+ (Z, T)
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Definition 3.5 Der Euklidische Abstand (Metrik) d in R? ist folgende Abbildung:

d: R*xR* - RS
(%,9) = d(z,7) == |7 — 7l

Definition 3.6 Zwei Vektoren aus R? heifien genau dann orthogonal, wenn ihr inneres Produkt
gleich 0 ist.

(3.5) TLy = (z,j)=0 Vz,5 € R

3.2 Affine Transformationen auf R?

3.2.1 Kontraktionsfaktor einer affinen Transformationen

Hier werden zwei Sitze bewiesen, die allgemeine Aussagen iiber den Kontraktionsfaktor einer
affinen Transformation auf R? machen.

Satz 3.7 Sei w(x) = LT +t eine affine Transformation auf R¢. Der Kontraktionsfaktor von L
ist der Kontraktionsfaktor von w.

Beweis: Aus der Identitat

(3.6) d(w(z),w(y)) = |w(Z) — w(@)|
= ||Lz — Ly||
=d(Lz,Ly)
die fiir alle 7,y € R? gilt, folgt der Satz sofort mit Def. 2.1. O

Satz 3.8 Sei w(Z) = LT + 1t eine affine Transformation auf RY. ¢ € R} ist der Kontraktions-
faktor von w genau dann, wenn

(3.9) IILZ]| < c||Z]| VzeR
gilt und es kein k € [0, c) mit

(3.10) =R E Vze R
gibt.

Beweis: Sei r € R{ beliebig, dann ist

(3.11) d(w(z),w(y)) < rd(z,y) Vz,y€eR?
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wahr, genau dann, wenn

(3.12) lw(@) —w@)| < rllz -yl Vz,j€R!

(3.13) = |Lz — Ly|| < r|lz — 7| Vz,yeR

(3.14) = 1Lz =l < rllz -7l V7,7 € R

(3.15) = ILZ|| < r|Z]] VzeR?

gilt. Zusammengefafit ist also fiir ein beliebiges r € Rf wahr, daf

(3.16) d(w(Z), w(y)) < rd(Z,7) VI, jeR!

genau dann gilt, wenn

(3.17) IERE Vze R

gilt. Woraus sich, wie man leicht sieht, mit Def. 2.1 der Satz ergibt. O

3.2.2 Zwei Darstellungen kontraktiver affiner Transformationen

Jede kontraktive affine Transformation

(3.18) w(z@) =Lz +1

auf R? besitzt einen eindeutigen Fixpunkt zr = w(Zr) (Satz 2.5). w kann unter Verwendung
dieses Fixpunktes als

(3.19) w(Z)=L(Z —Zr) +Tr

dargestellt werden, da diese beiden Darstellungen eindeutig in einander iiberfithrbar sind, wie
die Sitze 3.11 und 3.12 beweisen werden.

Aus der Darstellung in Fixpunktform ist ersichtlich, dal L, geometrisch interpretiert, in Bezug
auf den Fixpunkt operiert. Das heifit, da§ bei einer Drehung R? um den Fixpunkt gedreht wird,
daf bei einer Kontraktion R? zum Fixpunkt hin strebt, etc.

Hilfssatz 3.9 Sei L ein kontraktiver linearer Operator auf R?; dann ist (I, — L) eine invertier-
bare Matrix.

Beweis: Halten wir folgendes fest: Wenn 1 ein Eigenwert von L ist, dann sind die Eigenvektoren
zum Eigenwert 1 genau die Fixpunkte von L. Denn es gilt LT = 17 fiir alle diese Eigenvektoren,
dies ist aber zugleich die Fixpunktgleichung fiir L.

L ist kontraktiv und hat damit nach dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 2.5) genau einen
Fixpunkt. Jeder lineare Operator bildet den Nullvektor 0 auf sich selbst ab, deshalb hat jeder
kontraktive lineare Operator 0 als einzigen Fixpunkt. Damit folgt aus der obigen Beobachtung,
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daB 1 kein Eigenwert von L sein kann, da es sonst von 0 verschiedene Fixpunkte von L geben
miifite.?

Nach Satz 8.2 [40] gilt: A € R ist Eigenwert von L <= det(Al; — L) = 0. Wie oben gezeigt
wurde, ist 1 kein Eigenwert von L, daher ist det(I; — L) # 0, und damit ist (I; — L) invertierbar.
O

Satz 3.10 Sei w(z) = LT +t eine kontraktive affine Transformation auf R?*. zp = (I, — L)'t
existiert und ist der einzige Fixpunkt von w.

Beweis: Nach dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz 2.5) existiert ein eindeutiger Fixpunkt Z
von w. Berechnung von Zp:

(3.20) Tp =w(ZTr)
(3.21) Tp=LTp+1
(3.22) Tp—Lip =1

(3.23) (I, - L)xp =t

(3.24) Tp=I;— L)'t

Die Multiplikation von links mit (I; — L)™' ist moglich, weil nach Hilfssatz 3.9 (I; — L) bei
kontraktivem L invertierbar ist. Nach Satz 3.7 ist L kontraktiv, weil w kontraktiv ist. O

Satz 3.11 Sei w(z) = L(T — Tr) + Tr eine kontraktive affine Transformation auf R*. Es gibt
ein eindeutiges t € R?, sodafl w(z) = Lx + 1 fiir alle ¥ € R? gilt, und zwar t = (I; — L)ZTp.

Beweis: Die beiden Darstellungen werden gleichgesetzt, und daraus wird ¢ berechnet:

(3.25) Lz +t=L(T—Zr)+Tr
(3.26) Lz +t=1Lx— Lap + Liap

O

Satz 3.12 Sei w(Z) = LT +t eine kontraktive affine Transformation auf R*, 7, = (I, — L)™'t
ihr einziger Fixpunkt. Es gilt w(¥) = L(Z — Tp) + T fiir alle 7 € R?.

Beweis: Nach Satz 3.10 existiert £ = (I; — L) *t und ist der einzige Fixpunkt von w. Damit
gilt

(3.28) Lz—zp)+zp=Lz— (I, -L)'O)+ (I, - L)™'t

(3.29) =Lz —L(I,— L)y '"t+I,(I,— L)'t

(3.30) =L+ (I, - L)(I,— L)'t

(3.31) —Li+t

(3.32) = w(7)

fiir alle 7 € R?. O

’Eigenvektoren sind ja per Definition # 0, und wire 1 ein Eigenwert, hitte er Eigenvektoren.
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3.3 Affine Transformationen auf R2

Dem Fall affiner Transformationen auf R? soll nun besondere Aufmerksamkeit geschenkt werden,
da im weiteren nur IFS in R? behandelt werden. IFS in R? zeigen jedoch bereits ein so komplexes
Verhalten, da} Grund zur Hoffnung besteht, durch ihr Studium zu einem besseren Verstidndnis
von IFS in héherdimensionalen Rdumen zu gelangen.

3.3.1 Geometrische Transformationen und zugehoérige Matrizen

Will man verstehen, welche geometrischen Operationen eine affine Transformation auf R? durch-
fithrt, so ist die Darstellung iiber eine 2 x 2 Matrix und eine translative Komponente (bzw. Fix-
punkt) nicht sehr hilfreich. Umgekehrt ist es z.B. nicht offensichtlich, welche Werte die Matrix
zu einer Transformation haben muf}, die eine 30° Drehung und eine gleichférmige Skalierung
mit dem Wert 0.5 durchfiithren soll.

Hier werden zunéichst zwei Operatoren definiert, die Matrizen generieren, welche bestimmte
geometrische Transformationen durchfiihren.

Definition 3.13 Die Operatoren R : R — R**? und & : Rx R — R**? sind wie folgt definiert:

cosa —sina
(3.33) R(a) = <Sina s ) a € 0,27)
(3.34) S(cpycy) = <CO“” CO> Crrcy €ER
Yy

Wie man leicht sieht, haben diese Operatoren folgende Eigenschaften:

e R(«) fithrt eine Drehung um den Ursprung um einen Winkel « durch.

(R(a))™! = R(—a) Drehung und Riickdrehung um denselben Winkel heben sich auf.
R()R(B) =R(a+ B) Je eine Drehung um « und 3 ergibt dasselbe wie eine Drehung
um o + (.

e S(c,,c,) fithrt eine Skalierung mit ¢, in x—, und mit ¢, in y—Richtung durch.
Ce ¢y € (—1,1) Skalierung ist kontraktiv
c; <0 Spiegelung um die y—Achse
cy <0 Spiegelung um die z—Achse

Man kann nun diese beiden Operatoren kombinieren (also die Matrizen multiplizieren), um
vielfiltigere Transformationen zu erhalten:



KAPITEL 3. AFFINE TRANSFORMATIONEN 27

e R(a)S(c,,cy) zuerst Skalierung, dann Drehung
e S(cy,cy)R() zuerst Drehung, dann Skalierung

e R(3)S(cp,c,)R(a)  Wie spiiter in Satz 3.16 gezeigt wird, kann so jede Matrix aus R?*?
dargestellt werden. Weiters ist diese Darstellung von Vorteil, da die
Kontraktivitdt der Transformation unmittelbar aus den Werten c,
und ¢, ersichtlich ist, was Satz 3.18 beweisen wird.

In Abb. 3.1 — 3.4 wird die Wirkung einiger affiner Transformationen mit Bildern ihrer Orbits
illustriert. Der Punkt G) ist der Startpunkt fiir jeden Orbit.

Abbildung 3.1: Orbit der Transformation w(z) = &(0.6,0.9)

Abbildung 3.2: Orbit der Transformation w(z) = 9(10°)&(0.9,0.9)%

3.3.2 Zerlegung eines linearen Operators

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daf jeder lineare Operator auf R? als das Produkt einer Dre-
hung, einer Skalierung/Spiegelung und noch einer Drehung darstellbar ist. Die Beweise sind
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Abbildung 3.3: Orbit der Transformation w(z) = 92(10°)&(-0.9,0.9)%

Abbildung 3.4: Orbit der Transformation w(z) = 92(10°)&(0.95,0.9)R(5°)z

28
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konstruktiv in dem Sinn, daf} sie angeben, wie die Parameter fiir die geometrischen Transfor-
mationen berechnet werden miissen, um einen linearen Operator so darzustellen. Am Ende des
Abschnittes folgt eine Zusammenfassung dieser Berechnungen.

Hilfssatz 3.14 Jeder lineare Operator L auf R? kann als das Produkt einer symmetrischen
Matrix und einer Drehungsmatrix dargestellt werden.

S

(3.35) VL = (‘CL b) ER*? Ja€0,2r) IA = C .

d > € R¥?: [ = AR(«)
Beweis: Zunichst wird ein Gleichungssystem fiir r, s, ¢ und « abgeleitet.
(3.36) L = AR(«) |- R(—a)

Da eine Drehung und eine Riickdrehung um denselben Winkel sich aufheben (siehe Abschnitt
3.3.1), ergibt dies:

(3.37) LAR(—a)=A
acosa —bsina asina+ bcosa ros
(3.38) : ) =
ccosa —dsina  csina+ dcos s t
also
(3.39) acosa —bsina=r
(3.40) asina+bcosa = s
(3.41) ccosa—dsina = s
(3.42) csina + dcosa = t.
Aus (3.40) und (3.41) ergibt sich:
(3.43) asina+bcosa = ccosa — dsina
(3.44) (e +d)sina = (¢ —b)cosa

Fall1: a+d=0undc—b=0 (also a=—d und b =¢)

(3.44) ist fiir alle «v erfiillt. Es wird o = 0 gewdhlt, dann gilt R(a) = (5?). Da L die
Gestalt (¢ °,) hat, ist der Satz mit A = (¢ °,) fiir diesen Fall bewiesen.

Fall 2: sonst
Sei « so gewihlt, dafl

(3.45) sina = ¢t

V(e =02+ (a+ d)?
und
(3.46) cos o = atd

V(e =02+ (a+d)?
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gilt. Dann ist (3.44) erfiillt, wie man durch Einsetzen leicht sieht. Die Existenz eines
solchen « folgt aus

c—b ’ a—+d ’
3.47 =1
(347) <\/(c—b)2+(a+d)2> +<\/(c—b)2+(a—|—d)2>

Durch Einsetzen von (3.45) und (3.46) in die Gleichungen (3.39), (3.40) und (3.42) werden
r, s und t berechnet:

a? 4+ b* + ad — be

3.48 r =

(3.48) V(c=0)2+ (a+d)?
ac — bd

349 s =

(3.49) V(e =b)2 + (a+d)?

(3.50) 2+ d*+ad— be

- V(e =b)2 + (a+d)?

Es wurde also gezeigt, daff im Fall von a + d # 0 oder ¢ — b # 0 Werte fiir o, 7, s und ¢
berechnet werden konnen, soda§ L = AR(«) ist.

Fall 1 und Fall 2 iiberdecken alle moglichen Werte fiir a,b, ¢ und d und damit alle L € R**2,
Der Satz ist somit bewiesen. O

Hilfssatz 3.15 Jede symmetrische Matrix A € R?*? kann als das Produkt einer Hindrehung,
einer Skalierung/Spiegelung und einer Riickdrehung dargestellt werden.

S

(3.51) VA:(Z .

> €R*™? J¢y,c, €RIABE[0,27) 1 A =R(—B)S(cy, c2)R(B)

Beweis: Nach Satz 8.12 aus [40] gibt es zu jeder symmetrischen Matrix A {iber R eine orthogo-
nale Matrix S, sodal D = SAS™! eine reelle Diagonalmatrix ist. Das heifit D = &(cy, ¢3) mit
ci,co € Rund S = R(B) oder S = (§ % )NR(B), da orthogonale Matrizen genau die Matrizen
sind, deren Zeilen— oder Spaltenvektoren ein Orthonormalsystem bilden. Man kann sich leicht
davon iiberzeugen, dafl das in R? genau die Drehspiegelungsmatrizen sind, die eben alle als
R(S3) oder (5 % )R(B) darstellbar sind. ¢;, ¢, sind nach der Bemerkung zu Satz 8.12 [40] die
Eigenwerte zu A, die sicher existieren und reell sind, da A symmetrisch und damit normal ist.
Die Zeilenvektoren von S sind normalisierte Eigenvektoren zu den Eigenwerten c¢;, cp. Diese
Eigenvektoren sind nach Satz 8.9 Korollar 2 [40] bereits orthogonal.

Es werden nun die Eigenwerte ¢;, ¢, von A berechnet, um D = &(c;,¢y) zu erhalten. Dann
wird gezeigt, daf} es einen Winkel 3 gibt, sodafl die Zeilenvektoren von JR(3) Eigenvektoren der
Linge 1 zu den Eigenwerten ¢y, ¢, sind.

Eigenwerte ¢, c; von A = (1 {): Die Eigenwerte ) einer beliebigen Matrix M € R**¢ sind nach
Satz 8.2 [40] die Losungen ihrer charakteristischen Gleichung:

(3.52) det(M — A[,) =0
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Die Eigenwerte A zu A sind also die Lésungen von

(3.53)
(3.54)

(3.55)
(3.56)

det(A — ;) =0

r—XA s
det( s t—/\>_0
(r=MNt—-X\)—-s>=0
N —(r+t)A+rt—s"=0.

Die Losung dieser quadratischen Gleichung liefert:

(3.57)

(3.58)

Bestimmung von S = R(3):

Fall 1: s=0

Esgilt A=(7;?). Aus (3.57) und (3.58) folgt:

(3.59) 1
(3.60) 6=
Fall 1.1: r <t
(3.61)
(3.62)

r+t4+/(r—1t)? +4s?
01:)\1:
2
r4+t—/(r—1t)+4s?
022)\2:
2
r4+t+4/(r—1t)>2 r4+t—/(r—1t)>2
Co =
2 E 2
r+t4|r—t rt—|r—t
s — Cp — ——————
2 ? 2

r<t = lr—tl=t—-r = ¢, =t, co=r

D=6(tr) = (f) 2)

Eigenwert von A  Eigenvektor der Linge 1
0
t ()
-1
r (%)

31

Daf} die angegebenen Vektoren & Eigenvektoren zu den entsprechenden Eigenwerten
A sind, kann man leicht durch Einsetzen in AZ = AZ iiberpriifen. Damit ergibt sich

S zu
(3.63)

(3.64)

5= (—01 (1)> :%(37%)

3T

2
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Fall 1.2: r > ¢

(3.65) r>t = |r—tl=r—t = ¢, =r,ca=1
(3.66) D:G(r,t):<g 3)

Eigenwert von A Eigenvektor der Linge 1
1
r (o)
0
t ()

10
(3.67) S = <0 1) = R(0)
Also gilt

(3.68) 3=0.

Fall 2: s#0

Fiir alle Eigenvektoren ¥ zum Eigenwert A von A gilt:

(3.69) AT =

\3

0

0

r— )\ S :Z‘l 0

67 () @)=
Da 0 kein Eigenvektor sein kann, hat das lineare homogene Gleichungssystem (3.72) sicher
nichttriviale Losungen fiir jeden Eigenwert A von A. Der Rang von (A — AI;) kann also
nicht 2 sein, weil es dann nur die triviale Losung 0 gibe. Wire der Rang 0, miifite
jedes Element der Matrix (A — AI;) gleich 0 sein. Da dies nicht moglich ist, weil fiir den
hier behandelten Fall ja s # 0 gilt, folgt, dal der Rang von (A — AI;) gleich 1 ist fiir alle
Eigenwerte A von A. Der Losungsraum fiir das Gleichungssystem hat damit die Dimension
1 und ist eine Gerade. Wegen s # 0 ist £ := {:Z’ ER |7y = %i’l} die Menge aller
Eigenvektoren zum Eigenwert A (die moglichen Werte fiir A sind ¢, ¢, entsprechend (3.57)
und (3.58). L ist geometrisch interpretiert eine Gerade in R?, die durch den Nullpunkt
geht und die Steigung % hat. Wegen der Dimension des Losungsraumes ist die Menge
der Eigenvektoren zum Eigenwert A von A genau L.

Fiir die Zeilenvektoren von S kommen nur Eigenvektoren Z der Linge 1 in Frage (||Z|| = 1);
wir wollen sie daher allgemein anschreiben. Aus der Abb. 3.5 sieht man, daf§

cos arctan A== — cosarctan 2=
(3.73) s und s

sin arctan % — sin arctan %

die einzigen Eigenvektoren der Lange 1 zum Eigenwert A sind. Diese beiden Vektoren sind
die mit e markierten Punkten in Abb. 3.5.
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Einheitskreis

sin 7y T

—sinvy

A—r

S

v = arctan

Losungsgerade fiir
(3.72)

mit Steigung 2"

S

Abbildung 3.5: Eigenvektoren der Linge 1 zum Eigenwert A\ von A = (] })

Mit

(3.74) B; := arctan aor

i=1,2

gilt fiir alle Eigenvektoren é; der Linge 1 zu den Eigenwert ¢; von A:

_ cos f3; cos f3; | =
(3.75) ¢ € {(sinﬁi>’_(smﬁi>} A

Damit sind alle orthogonalen Matrizen S, deren Zeilen Eigenvektoren der Lénge 1 zu den

entsprechenden Eigenwerten von A in D = (CO1 602) sind, von folgender Gestalt:

(3.76) S — <€§>

Nach Satz 8.9 Korollar 2 [40] sind ndmlich die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
einer normalen Matrix orthogonal zueinander. A ist symmetrisch; daher gilt A*A = AA*
und A ist damit normal. Aus &; L &, 148t sich die Abb. 3.6 ableiten. Jede mogliche

Wahl fiir €; und é, ergibt eine zuldssige Matrix S. Setzt man also é; = (Z:’jg;) und
€y = —(Zf;gj) fest, dann sieht man wegen é; | é,, dafl e; = (_Czis“ﬁfl) gilt. Diesen Schluf}

kann man folgendermafien iiberpriifen: Es gilt ¢, | e, <= él'é; = 0. Setzt man die
obigen Werte fiir e; und e, ein, ergibt sich (C"Sﬁl)T(_Si“ﬁl) =0.

sin (31 cos 31

Es gilt nun fiir S:
(3.77) S = Ci) - < cos fi Sinﬁl) =R(-4)

€5 —sinf3; cos
Also erfiillt
(3.78) S =R(B)
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Coaa=@n
e =—(5ngr) B
Ty
— [
%= ()
A==

Abbildung 3.6: Alle Eigenvektoren der Liange 1 zu den beiden Eigenwerten von A = (7 7)

mit
(3.79) B=—h

die Bedingung

(3.80) D= <Cl 0

_ _ —1
0 C2> = G(Cl,CQ) = SAS™.

§ liegt modulo 27 im Intervall [0, 27).

Damit wurden alle Fille fiir A behandelt, und es wurde gezeigt, dafl man zu jeder symmetrischen
Matrix A mit den Eigenwerten ¢;,c; € R ein § € [0,27) finden kann, sodafi mit S = R(3) und
D= 6(017 02)

(3.81) D= SAS™!
gilt und daher auch
(3.82) A=S"1DS =R(-B)S(c1,c2)R(B).
O

Satz 3.16 Jeder lineare Operator L auf R? ist darstellbar als das Produkt einer Drehung, einer
Skalierung/Spiegelung und noch einer Drehung.

(3.83) VL e R?*?* 3o/, 3 €10,27) ey, c0 € R: L = R(B)S(cy, c2)R()
Beweis: Nach Hilfssatz 3.14 gilt:

S

(3.84) VL eR*® Ja €0,2r) A = C :

> € R**?: L = AR(«)
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Nach Hilfssatz 3.15 gilt:

S

(3.85) VA:(Z .

> €R*? J¢y,co ERIBE[0,27) : A= R(—B)S(cy, c2)R(B)

Daraus folgt, daff fiir alle L € R**? Werte ¢,¢; € R und a, 8 € [0,27) existieren, fiir die
folgendes gilt:

(3.86) L = AR(a)

(3.87) = R(=P)S(c1, c2)R(B)R ()

(3.88) = R(—B)S(c1, c2)R(a + B)

Mit

(3.89) B=-8 und o =a+p

gilt dann

(3.90) L =R(3)S(c1, c)R().

o' und B liegen modulo 27 im Intervall [0, 27). O
Zusammenfassung

Hier wird eine Ubersicht gegeben, wie man Werte 3', ¢;, ¢, und o fiir einen gegebenen linearen
Operator L = (¢ %) € R?*? berechnet, sodafi L = R(5')S(c1, ca)R(a) ist.

e Berechnung von r, s, t und « aus a, b, ¢ und d:

Wenn a = —d und b = ¢ ist, dann:

(391) rT=a

(3.92) s =

(3.93) t=

(3.94) a=0

Sonst

(3.95) . a’? 4+ b* + ad — be
' V(e=0)2+ (a+d)?

(3.96) s = ac — bd

V(e=0)?+(a+d)?
(3.97) A+ d*+ ad - be

T Se-b2t (atd?
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Um « zu erhalten werden zuerst Werte fiir sin o und cos a berechnet:

—b
(3.98) sina = <
V(c=0)2+ (a+d)?
d
(3.99) cos o = ot

V(e =b)2 + (a+d)?

Dann wird eine Fallunterscheidung gemacht:

cosa =0

w

s

(3.100) o= {Z

wenn sinao < 0

sonst

cosa <0

sin «v
(3.101) a = 7 + arctan

CoSs o
cosa >0
(3.102) arctan % wenn sina > 0

. o= )
27 + arctan 2% sonst

e Berechnung von ¢; und ¢, aus r, s, t:

r4+t4+ 4/ (r—1t)? + 4s?
2

(3.103) ¢ =
t— /r — 172+ ds?
(3.104) o="" (r—tf+4s

2

e Berechnung von (" aus ¢, r, s, t:

3 wenn s =0 und r <t
(3.105) =40 wenn s =0 und 7 > ¢
arctan “=  sonst

e Berechnung von o’ aus a und (3":

(3.106) o=a-p
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3.3.3 Kontraktionsfaktor einer affinen Transformation

Der Kontraktionsfaktor ist eine charakteristische Grofie einer affinen Transformation. Hier wird
eine Methode zur Bestimmung dieser Griéfle angegeben.

Hilfssatz 3.17 Fiir eine affine Transformation w(z) = Dz auf R> mit D = &(cy,cy) und
1,09 € Rist ¢ = max {|cy|, |ca|} der Kontraktionsfaktor.

Beweis: Nach Satz 3.8 ist ¢ der Kontraktionsfaktor von w genau dann, wenn erstens
(3.107) 1Dz < ez VieR

gilt und es zweitens kein k € [0, ¢) gibt, sodaf}

(3.108) |Dz|| < k||Z|| VzeR

gilt.

ad (3.107):

3.109 c=max{|ci],|e]} = &> ¢ und & > ¢
1 2
Also gilt
(3.110) Az + iz < A2+ 7)) Vi= () eR.

Da alle Komponenten positiv sind, kann man auf der linken und auf der rechten Seite die
Waurzel ziehen:

(3.111) VaR+E2 < /(2 +2) VzeR
Daraus folgt
(3.112) |Dz|| < c||Z|| VzeR,
weil D = &(cr, ) = (5 2) ist.

ad (3.108):

Fall 1: |c;]| > |ez]  (dann gilt ¢ = |¢y])
Angenommen, es gibt ein k € [0, |c;]), das (3.108) erfiillt. (3.108) ist fiir alle z € R?

erfiillt, also auch fiir ((1))

o LOIEE 6]
o1g [BIEE16]

(3.115) VE<k
(3.116) ler| < k

Das ist ein Widerspruch zur Annahme & € [0, |¢;]).
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Fall 2: |c;]| <|c2| (dann gilt ¢ = |ca])

Die Beweisfiihrung ist analog zum Fall 1 mit zZ = ((1))

Alle Félle haben auf einen Widerspruch gefiihrt, deshalb gibt es kein k& mit den genannten
Eigenschaften.

O

Satz 3.18 Ist w(z) = LT + t eine affine Transformation auf R?, so gibt es a, € [0,27) und
c1,00 € R, sodafl L = R(3)S(cy, c2)R (), und ¢ = max{|c|,|cz2|} ist der Kontraktionsfaktor
von w. (w ist kontraktiv <= ¢ < 1)

Beweis: Nach Hilfssatz 3.15 existieren «, 3, ¢; und ¢, wie angegeben. Nach Hilfssatz 3.17 ist ¢
der Kontraktionsfaktor von &(¢y, cy). Mit Satz 3.8 ist

(3.117) 16(erse2)zll = L2 VieR

eine notwendige und hinreichende Bedingung, dafl ¢ der Kontraktionsfaktor von w ist. Da
L =R(5)S(cy1, c2)R () ist und eine Drehung an der Lénge eines Vektors (also an seiner Norm)
nichts dndert, gilt (3.117) sicherlich. O

3.3.4 Fixpunkt einer kontraktiven affinen Transformation

Der Fixpunkt einer kontraktiven Transformation ist fiir ihre Wirkung als Teil eines IFS von
grofler Wichtigkeit, daher wird hier eine explizite Formel fiir seine Berechnung angegeben.

Satz 3.19 Ist w(T) = LT + t eine kontraktive affine Transformation auf R? mit L = (2!) und
t= (;), so ist

o 1 e+bf —de
(3.118) Tr = (1—a)(1—d)—bc <f—af+c€>

der einzige Fixpunkt von w.
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Beweis: Nach Satz 3.10 exisitiert 7 = (I; — L)™'t und ist der einzige Fixpunkt von w. Damit
gilt:

(3.119) Tp=I;— L)™'t

(3.120) <<(1J (1)> < 1)) ()
(3.121) :<1—_ca 1_—bd> <;>
o ~ ez (ol ()

- Je +bf

(3.123) C(1-a)(1—-4d —bc(ce+ 1—a) >
B e+bf —de

(3.124) T (1-a)(1—d —bc( —af+c€>



Kapitel 4

Vom IFS zum Bild

In diesem Kapitel wird erldutert, wie es moglich ist, ein digitales Bild (also ein Bindr—, Grau-
wert— oder Farbbild) eines Attraktors zu erlangen, der von einem IFS in R? definiert wird. Zuerst
wird eine gut bekannte Methode vorgestellt. Anschlielend wird gezeigt, wie es moglich ist, dies
mit Hilfe von diskreten Transformationen effizienter durchzufiihren. Dabei werden die Begriffe
diskreter Attraktor und diskretes invariantes Maf eingefiihrt. Mittels Bildpyramiden [27] wird
eine Effizienzsteigerung erlangt und fraktale Codierung mit Pyramidencodierung kombiniert.

4.1 Abtasten des Attraktors

Ein IFS in R? definiert einen Attraktor, der eine kompakte Teilmenge von R? ist. Diese Teil-
menge kann nun wie folgt als Bindrbild auf den Bildschirm gebracht werden. Der Bildschirm
wird mit seiner Indexmenge identifiziert, die eine endliche Teilmenge von N? ist. Der Teil-
bereich von R?, der den Attraktor enthilt, wird in kleine Quadrate unterteilt, die mit den
Bildschirmpixeln korrespondieren. Ein Pixel wird dann und nur dann auf 1 gesetzt, wenn das
korrespondierende Quadrat mindestens einen Punkt des Attraktors enthélt. Das resultierende
Bindrbild wird der abgetastete Attraktor genannt. Wenn man jedem Pixel als Grauwert den
normierten Mafiwert! seines korrespondierenden Quadrates zuordnet, erhiilt man ein Grauwert-
bild, das abgetastete invariante Mafi. Das Chaosspiel [5] ist die hdufigst angewandte Methode
zum Abtasten des Attraktors A und des invarianten Mafles eines IF'S.

! Also dividiert durch das Maximum der Mafiwerte der Quadrate aller Pixel.

40
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Chaosspiel(IFS {w; | i =1,....n}, {p; |i=1,...,n}, To):

e Der Anfangspunkt zy muf} in A liegen, dies ist z.B. fiir die Fixpunkte
der Transformationen des IFS der Fall. ;7 wird auf 0 gesetzt.
e repeat

Das mit Z; korrespondierende Pixel wird gesetzt. Nun wird Z,;;, =
w;, (Z;) berechnet, wobei i; € {1,...,n} zuféllig, mit Wahrschein-
lichkeit p; gewahlt wird.

until Qualitdt des Attraktorbildes ist gut genug.

Die Schleife kann abgebrochen werden, wenn keine neuen Pixeln mehr gesetzt werden?; dann
kann man davon ausgehen, dafi die Qualitdt des berechneten Bildes gut genug ist. Bei der
Anzahl der Iterationen wird in der Praxis mit Erfahrungswerten operiert. Da die ermittelte
Punktfolge zuféllig {iber dem Attraktor verteilt ist, wird der Attraktor durch diese Punktfolge
regelmiBig iiberdeckt. Nach einer Anzahl von Iterationen, die deutlich gréfier als die Anzahl
der Pixel des Attraktors ist, wird der Attraktor dicht genug iiberdeckt sein (Abschnitt 2.4 in

[8])-

Der Einflufl der Wahrscheinlichkeiten p; ist wie folgt: Wenn die Wahrscheinlichkeiten entspre-
chend der Fliache des Attraktors unter den Transformationen gewéhlt werden, wird der Attrak-
tor regelméfiger, und daher schneller, mit Punkten iiberdeckt. Das abgetastete invariante Maf
erhélt man, wenn gezdhlt wird, wie oft ein Pixel beim Chaosspiel getroffen wird. Dieser Wert
wird mittels Dividieren durch den maximalen Trefferwert normalisiert, diese Grofie bestimmt
Grauwert (oder iiber eine Tabelle den Farbwert) des Pixels?.

Attraktoren mit dem Chaosspiel abzutasten ist aufwendig, denn der Attraktor wird weit genauer
berechnet, als zur Darstellung notwendig ist. Dies ist deshalb der Fall, weil durch das Chaosspiel
der wirkliche Attraktor angenihert wird, der ja eine Teilmenge von R? ist. Da nicht offensichtlich
ist, wie viele Iterationen fiir eine bestimmte Bildschirmauflésung geniigen, mufl die Zahl der
Tterationen entsprechend hoch gewéhlt werden, sodaf} viele Pixel 6fter als einmal gesetzt werden.

4.2 Diskrete Transformationen

Zur direkten Berechnung des Attraktors und seines invarianten Mafles fiir eine gegebene Bild-
schirmauflésung ist es notwendig, beide als endliche Mengen darzustellen. Es wird der diskrete

2Wegen der probabilistischen Natur des Algorithmus kann nicht festgestellt werden wann das der Fall ist,
deshalb wird abgebrochen, wenn eine gewisse Zeit keine neuen Pixel mehr gesetzt wurden.

*Dies muB von der Moglichkeit unterschieden werden, Grauwert—/Farbbilder durch Attraktoren von IFS in
R? bzw. R zu erzeugen (siehe Einfithrung zu Kapitel 3).
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Raum P? C N? der Pixel des Bildschirms verwendet. Der Einfachheit halber wird ein quadrati-
scher Schirm angenommen. Fiir einen Bildschirm mit der Grofie R € N wird definiert:

(4.1) Pgr = {0,1,...,R—1}
und
(42) P?{ = ]P)R X ]P)R.

Man identifiziert den Bildschirm mit [0, R) x [0, R) C R?; jedes Pixel p = (p., p,) € P% repriisen-
tiert ein Einheitsquadrat [p,,p. + 1) X [p,,p, +1) C R®*. Von nun an wird P anstelle von
Pr verwendet. Der Einfachheit halber wird angenommen, daff der Attraktor vollstindig in
[0,R) x [0,R) liegt, was aber keine Einschrinkung darstellt, da jedes IFS in ein IFS trans-
formiert werden kann, dessen Attraktor diese Bedingung erfiillt, und der seine Form bis auf
Verkleinerung und Verschiebung behélt [5].

Da der Attraktor eines IFS eine Menge ist, muf} eine Beziehung zwischen Teilmengen von P?
und Binérbildern hergestellt werden. Pixelmengen I € H(P?) und Binérbilder sind isomorph
zueinander, wenn die Pixel € I genau die gesetzten Pixel des Bindrbildes sind. Deshalb ist es
zuléissig, Pixelmengen I € H(P?) der Einfachheit halber als Bilder zu bezeichnen. Die Grauwerte
oder Farben eines Bildes I werden durch Bestimmung der Mafiwerte s, fiir alle p € I definiert.
Es muf} auch die Bedeutung von w und M auf P? definiert werden; dazu wird eine Verbindung
zwischen P? und R? hergestellt: Man fiihrt eine Abbildung ¢ : P? — B(R?) ein*, d.h. o gibt fiir
jedes Pixel diejenige Teilmenge von R? an, durch die es reprisentiert wird. Zwei Moglichkeiten
werden behandelt:

1. Jedes Pixel wird durch seinen Mittelpunkt reprisentiert.

(43) ot (p) = { (ﬁj 1 3?) € R2} pEP

2. Jedes Pixel wird durch eine Teilmenge von R? in Form eines Einheitsquadrats reprisen-
tiert.

(4.4) 0 (p) := [Pey P +1) X [Py, py +1) pEP?
Die erste Wahl fiihrt zu einfachen Algorithmen und ist auflerdem exakter, wie in Abschnitt 4.3.4
gezeigt werden wird.
Nach Anwendung einer affinen Transformation auf o(p) fiir ein Pixel p mufy das Resultat wie-

derum nach P? abgebildet werden. Dazu dient die Funktion A : B(R?) — H(P?):

1. Werden die Pixel durch ihren Mittelpunkt reprisentiert, mufl A" auf Punkten in R?
operieren. A™ liefert dann das Pixel, das einen gegebenen Punkt enthélt.

(4.5) A*T({3}) = {([71), [72)) € P?} T=(;) eR

*Es wird B(R?) verwendet, weil ein Pixel ein halboffenes Quadrat reprisentiert. B(R?) ist dabei die Borel-o—
Algebra von R2.
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2. Werden die Pixel als quadratische Teilmengen von R? reprisentiert, ist das Resultat der
Anwendung einer affinen Transformation auf o(p) ein Parallelogramm. Deshalb bildet AP
eine Teilmenge von R? (ein Parallelogramm) auf jene Pixel ab, die mit ihr eine nicht leere
Schnittmenge haben.

(4.6) AP(A) = {peP?| o"(p)N A # D} A€ B(R?)

Es ist sicher, daf§ das Resultat von A innerhalb von P? liegt; alles aufierhalb des Bildschirms wird
verworfen. Wenn im folgenden ¢ oder A geschrieben wird, ist abhingig von der Pixelreprésen-
tation ot oder AT bzw. o~ oder AY gemeint.

Fiir eine affine Transformation w : R* — R? ist ihre zugehorige diskrete Transformation
w' : P? — H(P?) wie folgt definiert:

(4.7) W' (p) = (Ao wo o)(p) peP?

Das Pixel p wird zuerst mittels o nach R?> abgebildet, dann wird die Transformation w ange-
wendet, und die resultierende Teilmenge von R? wird schlieflich durch A in eine Menge von
Pixeln transformiert. Diese Diskretisierung kann auch auf andere als affine Transformationen
angewendet werden. In Abb. 4.1 wird gezeigt, wie ein Pixel auf ein anderes/auf andere abge-
bildet wird. Links wird die Mittelpunktrepriasentation verwendet, rechts die Reprisentation als
Quadrat.

il
4
—1
il
4
1

<

Abbildung 4.1: Verschiedene Methoden der Pixelrepréisentation

4.2.1 Eine Erweiterung der Diskretisierung

Diskrete kontraktive Transformationen mit Mittelpunktsrepridsentation haben nicht notwendi-
gerweise ein einziges Pixel als Fixpunkt. Jedes Pixel dessen Mittelpunkt innerhalb des Pixels
bleibt, wenn er transformiert wird, ist ein Fixpunktpixel. Die Eigenschaft des eindeutigen
Fixpunktes bleibt erhalten, wenn folgende Erweiterung der Diskretisierung durchgefithrt wird:
Bildet eine diskrete Transformation w’ ein Pixel auf sich selbst ab, dann kann das Pixel den
Fixpunkt der Transformation enthalten oder nicht. Im ersten Fall wird nichts gedndert, das
Pixel wird auf sich selbst abgebildet. Im zweiten Fall wird die Transformation w (nicht w') so
oft angewendet, bis ein anderes Pixel erreicht wird. Experimente (Abschnitt 4.3.4) haben die
Niitzlichkeit dieser Methode bestétigt, sie wurde jedoch noch keiner mathematische Analyse
unterzogen.
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4.3 Diskreter Attraktor

Der diskrete Hutchinsonoperator w’ : H(IP?) — H(P?) eines IFS {w; | i = 1,...,n} bildet eine
Pixelmenge auf eine Pixelmenge ab und ist folgendermafien definiert:

(4.8) w'(1) = J [ wip) I € H(P?)

=1 pel
Jedes Pixel des Bildes I wird durch jede Transformation des IFS diskret transformiert.

Definition 4.1 Hat man ein IFS mit diskretem Hutchinsonoperator w', so wird jede Menge
Ag € H(]P)Q), mit

(4.9) Ay = w'(Ay)

ein diskreter Attraktor genannt.

Der diskrete Attraktor ist nicht eindeutig, wie es beim tatséchlichen Attraktor der Fall ist
(Satz 2.13), da durch die Diskretisierung w' im allgemeinen keine kontraktive Transformation
mehr ist. Es existiert jedoch fiir jedes IFS genau eine maximale Losung A%, die alle diskreten
Attraktoren beeinhaltet.

Satz 4.2 Fiir ein IFS mit diskreten Hutchinsonoperator w' gibt es ein eindeutiges A% € H(P?)
mit

(4.10) Ag=w(Ay) = A, C A VA, € H(P?).

Beweis: Es gibt nur eine endliche Anzahl von diskreten Attraktoren fiir ein IFS, da H(IP?)
endlich ist. Bildet man die Vereinigung aller dieser diskreten Attraktoren, so ist das Ergebnis
notwendigerweise ein diskreter Attraktor, der jeden anderen diskreten Attraktor enthilt. Die
Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dafl zwei maximale diskrete Attraktoren jeweils Teilmenge
des anderen und somit identisch sind. O

Es folgen nun zwei Algorithmen zur Berechnung eines diskreten Attraktors, weiters wird eine
Schranke fiir den Unterschied zwischen dem tatséchlichen und einem diskreten Attraktor ange-
geben.

4.3.1 Algorithmus RemoveBackground

Der hier prisentierte Algorithmus berechnet den maximalen Attraktor fiir ein IFS {w; | i =
1,...,n}.

Sei

(4.11) G := (P*,E)
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ein gerichteter Graph, mit Knotenmenge P? (alle Pixel des Bildschirms) und Kantenmenge FE.
(p,q) ist genau dann eine Kante des Graphen, wenn Pixel p auf Pixel ¢ abgebildet wird:

(4.12) E = {(p,q) €eP’xP? | Jie{l,...,n}:q€ w:(p)}

Der Effekt der Transformationen des IFS (und hier ist man nicht auf affine beschrinkt) kann
so vollstdndig durch einen gerichteten Graphen beschrieben werden.

Man kann jedem I € H(P?) eindeutig einen Graphen G; zuordnen, indem man den gerichteten
Graphen G auf die Pixel von I beschrankt:

(4.13) Gr:=(I,E;) mit E;:=En(IxI)

Welche Eigenschaften hat nun der Graph G, wenn [ ein diskreter Attraktor ist? Fiir die Beant-
wortung dieser Frage erweist es sich als giinstig, die Fixpunktbedingung wie folgt aufzuspalten:

(4.14) I=w'(I) <= w'(I) C T und I Cw'(I)

Wir wollen nun diese beiden Bedingungen in Bezug auf den Graphen G untersuchen:

1. w/(I) ist genau dann eine Teilmenge von I, wenn alle Pixel von I wiederum auf Pixel von
I abgebildet werden. Das ist genau dann der Fall, wenn im Graphen G alle Kanten von
Knoten aus I wieder zu Knoten aus [ fithren. Anschaulich kann man sagen, daf} dies der
Fall ist, wenn bei der Einschrinkung von G auf G eine Kante genau dann entfernt wird,
wenn auch die von ihr verbundenen Knoten entfernt werden; oder umgekehrt, wenn in G;
genau die von Knoten aus I wegfithrenden Kanten von G enthalten sind.

(4.15) w(I)CI — E;=En(I xP?)

2. I ist genau dann eine Teilmenge von w'(I), wenn alle Pixel von I im Bild mindestens
eines Pixels von I unter w’ enthalten sind. Das ist genau dann der Fall, wenn im Graphen
G alle Knoten mindestens eine einlaufende Kante haben.

(4.16) ICw(I) & Vpel:En(Ix{p})#0

Zusammengefaft gilt also, dafl I genau dann ein diskreter Attraktor ist, wenn die Kanten von G;
genau die von Knoten aus I wegfithrenden Kanten in G sind und alle Knoten in G; mindestens
eine einlaufende Kante haben:

(4.17) I=w/(l) < E;=En(IxP)undVpel:EnN(Ix{p})#0

Die maximale Teilmenge von P? fiir die diese Bedingung gilt, ist der maximale diskrete Attrak-
tor. Um diesen maximalen diskreten Attraktor zu erhalten, bildet RemoveBackground anfangs
den Graphen G mit den Pixeln des gesamten Bildschirms (also I = P?), um dann sukkzessive
die Knoten aus I zu entfernen, die keine einlaufenden Kanten haben und daher nicht zu einem
diskreten Attraktor gehoren kénnen. Da somit niemals ein Knoten aus I entfernt wird, der eine
einlaufende Kante von einem Knoten aus I hat, kann es auch keine Kante in G geben, die von
einem Knoten aus I zu einem Knoten fiihrt, der nicht in I enthalten ist, dieser wire dann eben
nicht entfernt worden.
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RemoveBackground(IFS {w; |i=1,...,n}):

e Wir starten mit allen Pixeln des Bildschirms.
I — P?

e (G = (P? F) wird mittels (4.12) berechnet. Es gilt G = G|.

e Die Knoten ohne einlaufende Kante in G; werden solange aus [
geloscht, bis keine solchen mehr vorhanden sind:
loop

Die Knoten in I ohne einlaufende Kante werden bestimmt:
K—{pel|E N x{p}) =0}

exitif (K = ()

Die Knoten von K werden in I geldscht:
I—I1\K

endloop

e [ wird als Ergebnis geliefert.

Satz 4.3 RemoveBackground berechnet den maximalen diskreten Attraktor eines IFS.

Beweis: Wie vorher angenommen, liegt jeder diskrete Attraktor vollstindig innerhalb des
Bildschirms, und RemoveBackground beginnt mit der Menge P?; deshalb wird die maximale
Teilmenge I von P? berechnet, fiir die G; ein Graph ist, dessen Knoten alle mindestens eine
einlaufende Kante haben und wo die Kanten von G; genau die von Knoten aus I wegfithrenden
Kanten in G sind, da kein Knoten aus I entfernt wird, wenn er eine solche einlaufende Kante
besitzt. Deshalb mufl I der maximale diskrete Attraktor sein. O

Wird dieser Algorithmus auf einem sequentiellen Computer implementiert, so werden O(nR?)
Schritte zum Aufbauen des Graphen benétigt. In O(R?) Schritten findet man die erste Schicht
zu entfernender Pixeln. Da insgesamt R? — #.A, Pixel entfernt werden, und jedes dieser Pixel
maximal n Nachfolger hat, die dann ebenfalls gepriift werden miissen, werden O(n(R? — #.A,))
Schritte zum Entfernen des Hintergrundes bendétigt. Es ergibt sich ein Gesamtaufwand von
O(nR?) sequentiellen Schritten.

Dieser Algorithmus eignet sich besonders fiir die Implementierung auf Parallelrechnern, wo jedes
Pixel durch einen Prozessor vertreten ist. In n parallelen Schritten wird der Graph G berechnet
(jedes Pixel wird n-mal transformiert). In jeweils einem parallelen Schritt werden dann jeweils
die Knoten ohne einlaufende Kante entfernt. Wieviele solche Schritte notwendig sind, soll nun
untersucht werden. Beim Entfernen der Hintergrundpixel ist I nach dem i-ten Schritt genau
w'*'(P?): Es werden immer die Pixel ohne einlaufende Kante entfernt. Im ersten Schritt ist
I = P?, die Pixel von I = w'(I) = w'(P?) werden sicherlich nicht entfernt, aber alle anderen
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schon. Im zweiten Schritt haben nun nur mehr die Pixel von w'*(P?) einlaufende Kanten, usw.
Die Grofie o € (0,1) mit

area(w([0, R) x [0,R)) N[0, R) x [0, R))

(4.18) o= 7

gibt an, um welchen Faktor die Fliche® des gesamten Bildschirms (gleich R?) bei wiederholter
Anwendung von w auf den Bildschirm (also auf [0, R) x [0, R) € B(R?)) jeweils vermindert
wird. Wenn man den Diskretisierungsfehler vernachlissigt, dann gilt derselbe Faktor auch fiir
w’, wobei die Flache durch die Anzahl der Pixel ersetzt wird. Es gilt dann

(4.19) #w' (P?) = o* R keN.
Aus
(4.20) #w'(P?) = #A,
erhilt man dann
A
(4.21) m = {logg #R2d-‘

als die Anzahl an Schritten, die ben6tigt werden um den diskreten Attraktor .4, zu erreichen,
wenn man den Diskretisierungsfehler vernachlissigt. Also kann man schlieflen, dafl asymptotisch
fiir eine gegen 0 gehende Pixelbreite

(4.22) o) (logg #Rfd>

die Anzahl der benétigten Schritte ist.

4.3.2 Algorithmus RemoveBackground mit Bildpyramiden

In diesem Abschnitt wird eine nicht iiberlappende 2 x 2/4 Pyramidenstruktur benutzt, wie sie
in [27] beschrieben ist.

Es ist sinnvoll, moéglichst grofie Bereiche auf dem Bildschirm zu ermitteln, in denen sicher kein
Pixel des Attraktors liegt. Diese Bereiche miissen dann im Algorithmus RemoveBackground von
Abschnitt 4.3.1 nicht beriicksichtigt werden. Im folgenden wird eine Methode zum Auffinden
solcher Bereiche beschrieben.

Abb. 4.2 zeigt den Attraktor von Barnsleys Farn [5], der mit RemoveBackground fiir die
Auflosungen 256 x 256, 128 x 128, 64 x 64, 32 x 32, 16 x 16 und 8 x 8 berechnet wurde.
Bei einer Auflosung von 16 x 16 liegt mehr als die Hélfte der Pixel auflerhalb des Attraktors;
diese miissen deshalb in hoheren Auflésungen nicht mehr betrachtet werden.

Sarea(A) bezeichnet den Flicheninhalt (genauer das Lebesgue-Maf8) einer Menge A € B(R?).
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Abbildung 4.2: Eine mit RemoveBackground generierte Pyramide von Barnsleys Farn

Die Bilder werden nach ihrer Auflésung in Ebenen angeordnet und ergeben so die Bildpyra-
mide. I bezeichnet die Ebene des Bildes grofiter Auflosung (hier 256 x 256), I; die Ebene
zweitgrofiter Auflosung (hier 128 x 128), usw. Es wird angenommen, dafl die Attraktorpixel
und gegebenenfalls ihre Mafle auf Ebene I; der Bildpyramide bekannt sind. Man versieht nun
jedes dieser Attraktorpixel mit Zeigern auf seine vier Sohne in der Ebene I; _; und bestimmt
somit die Pixel, auf die der Algorithmus RemoveBackground in Ebene I,_; angewendet wird.
RemoveBackground wird also auf Ebene I; ; nur auf jene Pixel angewendet, die Sohn eines
Attraktorpixels der Ebene I; sind. Man beginnt in der obersten Ebene Iy der Bildpyramide,
sieche Abb. 4.3 wo dieses Verfahren anhand zweier Ebenen einer solchen Pyramide illustriert
wird. Attraktorpixel sind dort grau gefirbt. Sind Mafle vorhanden, kénnen die Zeiger mit Ge-
wichten versehen werden, die es ermdglichen, Mafe fiir die S6hne aus den Mafien der Vaterpixel
zu ermitteln. Wenn der Prozefl in der Ebene I endet, ist die gesamte Bildinformation in den
Zeigern enthalten.

Effiziente Bildrekonstruktion mittels Bildpyramiden

Die gewichteten Zeiger der Bildpyramide kénnen dazu verwendet werden, das Originalbild in
O(log R) parallelen Schritten® zu generieren. Angenommen, man mochte ein Originalbild mit

Also proportional der Anzahl der Pyramidenebenen, die wiederum logarithmisch mit der Breite des Bildes
wachst.
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Abbildung 4.3: Schema von RemoveBackground mit Bildpyramide

256 x 256 Pixeln darstellen: Im ersten Schritt werden, ausgehend von Ebene Iz der Pyramide die
vier Pixel auf Ebene I; erzeugt, im zweiten die 16 Pixel auf Ebene I5, usw., bis mit dem achten
Schritt das originale 256 x 256 Bild erzeugt wird. Man kann sagen, daf} alle Punkte innerhalb
der Pixel des Originalbildes im Pixel an der Spitze der Pyramide summiert sind. Sie konnen
abhingig von den Gewichten der Zeiger an die Pixel in den unteren Ebenen weitergegeben
werden. Die urspriingliche Punkteverteilung wird in einem parallelen Top—Down—Schritt durch
die Pyramide korrekt wiederhergestellt.

Ein illustratives Beispiel in R

Die Arbeitsweise von RemoveBackground mit Pyramiden soll mit einem Beispiel in R veran-
schaulicht werden (Abb. 4.4).

Der Attraktor des IFS {w;, w,} mit

(4.23) w(T) = -7 wy(T) = %(:E —16) + 16 zeR

N

wird berechnet. Algorithmus RemoveBackground 16scht diejenigen Pixel, die keine einlaufende
Kante haben, was die vier Graphen in Abb. 4.4 erzeugt. Die Kanten der Graphen sind mit
den korrespondierenden Transformationen beschriftet. Pixel bzw. Intervalle werden durch ihre
Zentren reprisentiert, die als kleine Kreise gezeichnet sind. Der Attraktor wird mit fetten
Linien dargestellt. Ein Pixel p wird auf das Pixel ¢ abgebildet, wenn das Zentrum von p bei
einer Transformation in Pixel ¢ fallt.

Im Beispiel beginnt man an der Spitze der Bildpyramide mit zwei Knoten. Nachdem in dieser
niedrigen Auflésung alle Pixel einlaufende Kanten haben, sind alle vier Pixel der néichstniedrige-
ren Ebene Kandidaten fiir den Attraktor und damit fiir den Algorithmus RemoveBackground.
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Abbildung 4.4: RemoveBackground—Pyramide fiir IFS {w;,w,} in R
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Dieses Mal wird ein Pixel entfernt und in der nédchstunteren Ebene nur noch die sechs Séhne
der verbleibenden drei Pixel betrachtet. Die Vater—Sohn—Zeiger werden in Abb. 4.4 durch
strichlierte Linien dargestellt.

4.3.3 Der Algorithmus SetForeground

Eine weitere Moglichkeit einen diskreten Attraktor zu berechnen bietet der hier vorgestellte
Algorithmus, der einen nicht notwendigerweise maximalen diskreten Attraktor berechnet. Wenn
man die Arbeitsweise von RemoveBackground betrachtet, sieht man, dafl dieser Algorithmus,
ausgehend von den Pixeln des ganzen Bildschirms, alle Pixel entfernt, die nicht zum maximalen
diskreten Attraktor gehoren. Der hier beschriebene Algorithmus geht genau den umgekehrten
Weg, indem er, ausgehend von einer Startmenge, genau die Pixel zu dieser Startmenge hinzufiigt,
die notwendig sind, damit ein diskreter Attraktor entsteht. Die Idee ist, ausgehend von einer
Startmenge P, die Vereinigung von w'(P),w’**(P),... zu bilden, bis keine neuen Pixel mehr
dazukommen. Fiir bestimmte Startmengen P wird so ein diskreter Attraktor entstehen.

Definition 4.4 Die transitive Hiille einer Pixelmenge beziiglich des diskreten Hutchinsonope-
rators w' ist wie folgt definiert:

(4.24) [PIY = w"'(P)

Da PP? ja endlich ist, ist [P]™ die Vereinigung endlich vieler Mengen.
Satz 4.5 Sei P € H(P?) mit P C [P]™, dann gilt

(4.25) P =w' (1P]).

D.h. [P]™ ist ein diskreter Attraktor des zu w' gehérigen IFS.
Beweis: Aus P C [P]" folgt sofort:

(4.26) [P]Y =PU[P]V.
Wendet man w' auf diese Gleichung an, so erhilt man:
(4.27) W' ([P]w’) - (P U [P]w’)
Mit Def. 4.4 ergibt sich:

(4.28) w' ([P]W’) = w (U w"”'(P))

i>0

Es ist klar, dafl w'(I U J) =w'(I) Uw'(J) fiir alle I, J € H(P?) gilt, daher folgt:

(4.29) W' ([P]W’) = Ywi(p)

i>1
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Schliefflich erhdlt man mit Def. 4.4:

(4.30) W' ([P]w') = [P]™

SetForeground(IFS {w; |i =1,...,n}):

e Die Menge der Startpixel P € H(P?) muf} so initialisiert werden, daf}
P Cw'(P)
gilt. Z.B. kann P auf die Menge jener Pixel gesetzt werden, die die
Fixpunkte der w; enthalten.
P—{peP?|wi(zr)=2p und p € A({Zp}) fiiri € {1,...,n}}

e Die Menge der aktiven Pixeln wird mit P initialisiert.
A—P

e A, speichert die soweit berechnete transitive Hiille der Ausgangsmenge
P beziiglich w'.
Ad — (b

e S speichert die Knoten, deren direkte Nachfolger bereits berechnet und
zu Ay hinzugefiigt wurden.
S0

e Die transitive Hiille von P beziiglich w' wird berechnet.
repeat

Die direkten Nachfolger der aktiven Pixel werden berechnet.

F —w/(A)
Diese werden zu A, hinzugefiigt.

Ag — A;UF

Die Pixel von A werden als bereits behandelt vermerkt.

S—SUA
Die noch nicht behandelten direkten Nachfolger der aktiven Pixel
werden die neuen aktiven Pixeln.

A—F\S
until (A = 0)

o A, wird als Ergebnis geliefert.

Satz 4.6 Der Algorithmus SetForeground berechnet einen diskreten Attraktor eines IFS, der
nicht notwendigerweise maximal ist.
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Beweis: Es ist leicht zu sehen, dafl der Algorithmus ausgehend von P die transitive Hiille
von P beziiglich w’ Schritt fiir Schritt berechnet. P wird vom Algorithmus so gewéhlt, dafl
P C w'(P) gilt. Damit gilt aber auch trivialerweise P C [P]"', und mit Satz 4.5 ist [P]¥ ein
diskreter Attraktor. O

Auf reguldren sequentiellen Computern braucht SetForeground weniger Speicherplatz und ist
schneller als RemoveBackground, da nur jene Pixel transformiert werden, die tatsdchlich Teil
des berechneten Attraktors sind. Der diskrete Attraktor A, eines IFS mit n Funktionen wird
von SetForeground in O(n#.4,) sequentiellen Schritten berechnet. Da genau die Pixel des zu
berechnenden Attraktors betrachtet werden, ist dieser Algorithmus optimal in dem Sinn, das
es keinen anderen Algorithmus geben kann, der asymptotisch weniger Schritte bendtigt.

4.3.4 Unterschied zwischen abgetastetem und diskretem Attraktor

Abb. 4.5 zeigt Abbildungen des Farn—Attraktors mit einer Auflésung von 256 x 256 Pixeln.
Die Abbildung oben links wurde mit dem Chaosspiel erzeugt. Das Bild oben rechts wurde

Abbildung 4.5: Abgetastete und diskrete Farn—Attraktoren

mit RemoveBackground, das unten links mit SetForeground generiert, beide mit Mittelpunkts-
reprisentation; die Abbildung unten rechts ist das Resultat sowohl von RemoveBackground als
auch von SetForeground, wenn die Transformationen mit der im Abschnitt 4.2.1 beschriebenen
Erweiterung diskretisiert werden. Der diskrete Attraktor, der mit dieser Methode berechnet
wurde, zeigt den kleinsten Unterschied zum abgetasteten Attraktor, was ein iiberzeugendes
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Argument fiir die Niitzlichkeit dieser Methode liefert. Wir wollen im weiteren jedoch die Stan-
dardmethode der Diskretisierung untersuchen.

Die Frage ist nun, ob man diese offensichtliche Differenz zwischen tatsédchlichen und diskreten
Attraktor mathematisch fassen kann. Als quantitatives Maf} dieser Differenz bietet sich die
Hausdorffmetrik an (Def. 2.7). Da uns der Wert von d; (A, .A,) fiir den tatséchlichen Attraktor
A € H(R?) und einen diskreten Attraktor A4, € H(P?) interessiert, aber d; auf Elementen
von H(R?) definiert ist, muf} der diskrete Attraktor eindeutig mit einem Element aus H(R?)
identifiziert werden. Dies erfolgt iiber die Abbildung ¢ die genau dies fiir einzelne Pixel liefert
(siehe Abschnitt 4.2), und die nun auf o : H(P?) — H(R?) erweitert wird:

(4.31) o(I) == olp) I € H(P?)

Dabei ist o(p) die abgeschlossene Hiille von o(p). Diese Operation ist bei Quadratreprisentation
notwendig, damit o(I) abgeschlossen ist. Nun kann die Definition der Hausdorffmetrik auf
dn : H(R?) x H(P?) — R} erweitert werden:

(4.32) dp(A, ) := dy (A, o(I)) A€ H(R?), T € H(P?)

Stark hat in [47] folgenden Satz gezeigt:

Satz 4.7 Sei w der Hutchinsonoperator eines IFS mit Kontraktionsfaktor A\ und Attraktor A.
Dann gilt:

(4.33) dn(AT) > 1f—A e G AWD) < di(AT) V€ H(P)

Der Faktor £ beeinhaltet die Ungenauigkeit, die durch die Diskretisierung entsteht, ist also von
der Pixelreprésentation abhingig:

(4.34)

c. 1/v/2  bei Mittelpunktreprésentation
' V2 bei Quadratreprasentation

Da der Beweis dieses Satzes in [47] duflerst knapp gehalten ist, wird er hier genauer gebracht:
Beweis: Zuerst wird gezeigt, daf
(4.35) dn(w(o(1)),w'(I)) < € VI eH(P)

gilt. Besteht I nur aus einem Pixel, dann kann man dies leicht verifizieren: Die maximale
Distanz von 1/4/2 vom Mittelpunkt des Einheitsquadrates zu einem beliebigen Punkt in diesem
Quadrat ergibt den Wert bei Mittelpunktreprisentation. Bei Quadratreprisentation mufl man
die Distanz der ganzen Diagonale betrachten, dies ergibt /2. Da ganz allgemein fiir einen
vollstindigen metrischen Raum (X, d)

(436) dh(Al U AQ, B1 U BQ) S max(dh(Al, B1)7 dh(AQ, BQ))
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fiir alle Ay, Ay, By, By € H(X) gilt, folgt (4.35) durch wiederholte Anwendung dieser Beziehung.
Nach Barnsley [5] gilt

(4.37) dy(w(A), w(B)) < 4 (A, B) VA, B € H(R?).
Aus der Dreiecksungleichung folgt:

(4.38) An(A W (1)) < d (A, w(o(D) + du(w(o(D), w'(I)) VI € H(E)
Damit folgt aus (4.37) und (4.35):

(4.39) dn (A, W' (1)) < Au(A ) + & VI e H(P?)

Es gilt

(4.40)  dp(A D) > % — M (A ) + € < dy(AT) VI eH(P?)

und mit (4.39)
(4.41) = dy(A,wW'(])) < dun(AI) VI € H(P?).
O

Die Anwendung dieses Satzes in [47] ist wie folgt: Dort wird der diskrete Hutchinsonoperator
w’ eines IFS so lange auf ein Bild I angewendet, also I auf w'(I) gesetzt, wie sich das Resultat
fiir das aktuelle I verbessert, also dj,(A,w'(I)) < dy(A,I) ist. Wie man aus (4.33) sieht, ist
dies der Fall, wenn d, (A, I) > % ist. Also kann man schlieflen, daf} d;,(A,I) < % gilt, wenn
die Tteration keine Verbesserung mehr ergibt”. Die Distanz zwischen dem berechneten I und
A ist also nur vom Kontraktionsfaktor des TFS abhingig. Der ndchste Satz wird beweisen, daf}

dies auch fiir jeden diskreten Attraktor gilt®.

Satz 4.8 Sei w der Hutchinsonoperator eines IFS mit Kontraktionsfaktor A\ und Attraktor A,
dann gilt

(4.42) (A A < =

fiir jeden diskreten Attraktor A, € H(IP?).

Beweis: Aus Satz 4.7 folgt sofort:

(4.43) DA W (1) > do(AT) — dp(AT) < 1f—A VI e H(F)
Daraus folgt der Satz, da fiir jeden diskreten Attraktor 4,

(4.44) dp(A,w'(Ag)) = din(A, Ay)

gilt, wegen A; = w'(A,). O

TAlso wenn dy, (A, w'(I)) > dn (A, I) ist, wobei in [47] die Tteration so lange fortgesetzt wurde, bis zwischen I
und w'(7I) kein Unterschied mehr bestand.

8Die von Stark angewandte iterative Methode hat kein klar definiertes Abbruchkriterium und muf deshalb
nicht notwendigerweise einen diskreten Attraktor liefern.
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4.4 Diskretes invariantes Maf}

Gegeben sei ein probabilistisches IFS {w; | i = 1,...,n} mit Wahrscheinlichkeiten p,, i =
1,...,n. Hat man einen diskreten Attraktor A, fiir dieses IFS berechnet, so kann man auch ein
diskretes invariantes Mafi dafiir berechnen.

Ein diskretes MaB i € P(P?) ist durch die Spezifikation der Mafiwerte fiir alle Pixel in P?
definiert. Es ergibt sich folgender Vektor:

(4.45) fi = (fip)pep2 fi, € RY
Der diskrete Markovoperator M’ eines IF'S ist:

(4.46) M'(ii) := gl

wobei die Matrix

(4.47) I = (Vpg)p.gep?

die Wirkung der Mafiwerte beschreibt, die vom Markovoperator von p nach ¢ gesendet werden:
(4.48) Vpg *= Zpﬂrpqi p.q € P?
=1

p; ist die Wahrscheinlichkeit fiir w;. m,,; zeigt an, welcher Anteil von p unter w; auf die Fliche
von ¢ abgebildet wird:

1. Werden die Pixel durch ihre Mittelpunkte reprisentiert, so wird das gesamte Maf} von p zu
demjenigen ¢ gesendet, auf dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt von p unter w; abgebildet
wird?:

1 wenn wi(p) =
(4.49) b o= i(p) = {a} p,g€P’ i=1,....,n
0 sonst

2. Werden die Pixel durch quadratische Teilmengen von R? repriisentiert, wird das Maf} von
p unter denjenigen Pixeln verteilt, auf die p unter w; abgebildet wird. Die Verteilung
erfolgt im Verhiltnis des Fliachenanteils von p, der auf die jeweiligen Pixel fallt:

(4.50) o area((wi o 07)(p) N 0"(q))

= qeP? i=1,...,
area((w; o 07)(p)) i ' "

area(A) bezeichnet den Flicheninhalt (genauer das Lebesgue-Maf}) einer Menge A €
B(R?).

°BEs wird Mittelpunktsreprisentation verwendet, daher gilt: w}(p) = (AT o w; 0 o7)(p)
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Ein diskretes invariantes Maf$ iy ist ein diskreter Mafivektor, fiir den
(4.51) fir = M'(fir)

gilt. Mit der Definition von M’ gilt also, dafi jede normalisierte Losung'® des homogenen
Gleichungssystems

(4.52) AC-1)=0

bei der die Maiwerte fi, der Pixel p ¢ A, gleich 0 sind, ein diskretes invariantes Maf ist. I ist
die Einheitsmatrix.

4.4.1 Unterschied zwischen abgetastetem und diskretem invarianten Maf}

Fiir den Unterschied zwischen abgetastetem und diskretem invarianten Mafl kann ebenso eine
Schranke angegeben werden (beziiglich der Hutchinsonmetrik), wie fiir den abgetasteten und
den diskreten Attraktor (Abschnitt 4.3.4). Fiir den Beweis sei auf [47] verwiesen.

Zum Messen des Unterschiedes muf} die Definition der Hutchinsonmetrik auf dy : P(R?) x
P(P?) — R} erweitert werden:

(4.53) di(p, 1) == dp | 1, Y Fipby nePR), i € P(P?)

pEP?

Wobei 6, das Dirac-Mafi'' im Punkt (I’;Tigg) ist.

Satz 4.9 Sei M der Hutchinsonoperator eines probabilistischen IFS mit Kontraktionsfaktor A
und invarianten Mafi pr € P(R*). Dann gilt

(4.54) Baie 1) > 72 = (e, MU(R)) < s (., 1)

fiir alle diskreten MaBe ji € P(P?). Der Faktor F beeinhaltet die Ungenauigkeit, die durch die
Diskretisierung entsteht, ist also von der Pixelreprésentation abhidngig:

(4.55) . {1/\/5 bel Mittelpunktreprésentation

(V2 +1n2)/3 bei Quadratreprisentation

Satz 4.10 Sei M der Hutchinsonoperator eines probabilistischen IF'S mit Kontraktionsfaktor
A und invarianten MaB pp. Dann gilt:

f
(4.56) du(pp,fir) < 1\

fiir jedes diskrete invariante Maf} jip € P(P?).

10Also eine Losung i, wo Y. fip = 1 gilt mit i, € RY fiir alle p € P2.
pEP2
"Das Dirac-MaB 6z im Punkt Z € R?, ist definiert dadurch, daB 6z (A) =1 genau dann ist, wenn £ € A und
6z(A) = 0 genau dann, wenn Z ¢ A, fiir alle A € B(R?).
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Beweis: Der Beweis ist analog zu Beweis von Satz 4.8 unter Verwendung von Satz 4.9. O

Hier ergibt sich, daf§ die Berechnung des diskreten Mafles mit Quadratreprisentation ein wenig
besser (F a 0.7024) ist als bei Mittelpunktsreprisentation (F =~ 0.7071). Da der Unterschied
jedoch geringfiigig ist, und die Algorithmen bei Quadratreprisentation ungleich komplexer sind,
ist es besser die Mittelpunktspreprisentation zur Berechnung des diskreten Attraktors und des
diskreten invarianten Mafles zu verwenden.

4.5 Verbesserung der diskreten Approximation

Die Distanz zwischen abgestasteten und diskreten Attraktor bzw. invarianten Mafl ist also
umso grofler, je grofer der Kontraktionsfakter des TFS ist (also umso weniger kontraktiv es
ist). Wenn A nahe bei 1 ist, kann diese Distanz sehr groffi werden, da aber nach [5] jedes
IFS durch ein dquivalentes mit geringeren Kontraktionsfaktor ersetzt werden kann, ist dies in
Wirklichkeit kein Nachteil: Das IFS {w; | i = 1,...,n} mit Wahrscheinlichkeiten py,...,p, und
Kontraktionsfaktor A und jedes IFS {w; ow;, o ---ow;, | 7 € {1,2,...,n}V} mit N € N*
besitzen denselben Attraktor. Wenn man den zusammengesetzten Funktionen das Produkt der
Wahrscheinlichkeiten ihrer Teilfunktionen zuordnet (p;ps, ---piy), ergibt sich auch dasselbe
invariante Maf. Der Kontraktionsfaktor des so aufgebauten IFS ist dann \V.

Der Unterschied zwischen diskreten und abgetasteten Attraktor wird nach Satz 4.8 maximal
ein Pixel betragen, wenn A < 1 — & ist, also fiir A 5 0.3 bei Mittelpunktsreprésentation; bei
Quadratrepréisentation kann dieser Distanzwert nicht erreicht werden, da der Fehler £ zu grofl
ist.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Schluf

In dieser Arbeit wurde eine Einfithrung in die Problemstellung der Bildcodierung gegeben. Es
wurde die mathematische Theorie Iterierter Funktionensysteme vorgestellt. Affine Transforma-
tionen auf euklidischen Rdumen wurden untersucht. Eine leicht verstindliche Darstellungsform
affiner Transformationen auf R? wurde prisentiert; Vorschriften zur Umwandlung in diese Dar-
stellungsform und zur Berechnung des Kontraktionsfaktors und des Fixpunktes solcher Trans-
formationen wurden angegeben. Die Berechnung des Attraktors und des invarianten Mafles
wurde von R? in einen diskreten Pixelraum durch eine Diskretisierung affiner Transformatio-
nen verlagert. Dadurch wurden diskrete Attraktoren und diskrete invariante Mafle definiert.
Zwei effiziente Algorithmen zur Berechnung des diskreten Attraktors wurden angegeben. Einer
dieser Algorithmen wurde mit Bildpyramiden verbessert; eine Briicke zur Pyramidencodierung
wurde so geschlagen. Weiters wurde ein effizientes Verfahren zur Berechnung eines diskreten
invarianten Mafles angegeben. Die durch die Diskretisierung entstehenden Abweichungen des
Attraktors und des invarianten Mafles von ihren diskreten Entsprechungen wurden nach oben
beschrankt. Aus diesen Schranken wurde abgeleitet, da3 die Mittelpunktsreprisentation der
Quadratreprisentation zur Diskretisierung affiner Transformationen vorzuziehen ist. Es wurde
gezeigt, daf} trotz der erwdhnten Abweichungen eine fiir die Bildcodierung ausreichende Genau-
igkeit immer erreicht werden kann.

Damit IFS fiir eine effiziente Bildcodierung verwendet werden koénnen, ist es notwendig, das
inverse Problem zu losen. Die hier préasentierten Konzepte stellen jedoch einen Schritt zu einer
moglichen Losung dieses Problems dar, wie einige Publikationen zu diesem Thema bestéti-
gen [29, 28, 48]. Weitere Moglichkeiten fiir zukiinftige Erweiterungen dieser Arbeit stellen die
Codierung von Grauwert- bzw. Farbbildern als Attraktoren von IFS in R® bzw. R®, eine ma-
thematische Analyse der in Abschnitt 4.2.1 angegebenen erweiterten Diskretisierung sowie der
Ausbau der Diskretisierung auf erweiterte IFS Modelle [7, 45, 30] dar.
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