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Zusammenfassung

Da Bilder natiirlicher Objekte oft fraktale Ziige haben, scheinen Iterierte
Funktionensysteme (IFS) zu ihrer Darstellung sehr geeignet. Ein weiterer
Grund fiir die Verwendung von IFS ist deren geringer Speicherbedarf. Ein
IFS ist eine Menge von kontraktiven Funktionen, die einen fraktalen Attrak-
tor definiert; dieser Attraktor kann als binédres Bild interpretiert werden. In
dieser Arbeit wird zunéchst eine anschauliche Erklarung von IFS und dem
inversen Problem gegeben. Es folgt ein Uberblick iiber bestehende Ansiitze
zur Losung des inversen Problems und eine kurze Einfithrung in die mathe-
matischen Grundlagen von IFS. Dann wird ein Algorithmus zur Lésung des
inversen Problems im eindimensionalen Fall vorgestellt, der auf einer bereits
existierenden Diskretisierung der Transformationen eines IFS und Algorith-
men zur Berechnung eines diskreten Attraktors basiert. Dabei wird das
Verhéltnis der Linge von schwarzen und weiflen Zusammenhangskomponen-
ten eines Attraktors verwendet, das in R unter den Transformationen eines
IFS invariant ist. Im diskreten Fall kann ein Intervall fiir dieses Verhéltnis
definiert werden. Diese Information dient dazu, mogliche Transformationen
zu bestimmen. Unter Beriicksichtigung der Effekte beim Abtasten findet
der Algorithmus dann fiir jede mégliche Transformation die Parameter, falls
diese existieren.
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Abstract

Since images of natural objects often have fractal features, Iterated Function
Systems (IFS) seem quite suited for their representation in computers. A
further reason to use IFS is their low requirements of memory. An IFS is a
set of contractive functions that defines a fractal attractor; this attractor can
be interpreted as a binary image. First of all, an explanation of IFS and the
inverse problem will be given in this work, followed by an outline of existing
approaches to the solution of the inverse problem. A brief introduction to
the mathematical basis of IFS will then be given. Then an algorithm is
presented that is based upon existing discretisation of transformations of an
IFS and algorithms that find a discrete attractor of an IFS. The algorithm
solves the inverse problem in the 1D case. It uses the ratio of the length
of the black and the white connected components of an attractor which is
invariant under the transformations of an IFS in R. In the discrete case
an interval can be defined for this ratio. This information is used to find
possible transformations. In consideration of sampling effects, the algorithm
tries then to find the parameters for each possible transformation if they
exist.
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Kapitel 1

Einleitung

@
Abbildung 1.1: Ein fraktales Bild

Das Bild in Abb. 1.1 ist ein fraktales Bild. Die herausragende Eigenschaft eines solchen Bildes
ist seine Selbstdhnlichkeit: In einem fraktalen Bild treten gleiche oder dhnliche, aber jedenfalls
verkleinerte Kopien seiner selbst auf. In Abb. 1.1 ist diese Tatsache deutlich zu sehen. Wei-
tere typische Eigenschaften sind die Komplexitdt und der grofie Detailreichtum dieser Bilder.
Genaueres iiber Fraktale ist in [21] nachzulesen.

Bilder fraktaler Natur treten hidufiger auf, als man der Beschreibung nach vermuten konnte.
Besonders Abbildungen aus der Natur haben oft fraktale Ziige. Man denke sich eine Gebirgs-
landschaft: ein Gebirge setzt sich aus Bergen zusammen, die sich wiederum aus groflen Felsen
zusammensetzen, die von kleinen Felsen gebildet werden... Man kénnte diese Hierarchie bis
hinunter zu kleinen Steinen verfolgen. Auch viele Bilder von Pflanzen, speziell B&umen, oder
von Wolken sind fraktaler Natur.

In unserer Zeit besteht nun die Tendenz, anstelle von Text immer mehr Bilder auf dem Computer
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zu zeigen. Man hat erkannt, dafl Bilder die Anschaulichkeit und Attraktivitit von Programmen
erh6hen. Es existiert einerseits der Bereich der Bildverarbeitung, die Information aus Bildern
anderer Quellen (z.B. Luftaufnahmen) gewinnt, und andererseits das Gebiet der Computergra-
phik, die komplexe Bilder am Computer generiert.

In beiden Bereichen steigt die Anzahl der verwendeten fraktalen Bilder; in der Computergraphik
werden z.B. Fraktale zur Erzeugung realistischer Bilder verwendet [8, 10, 11]. Dies bringt
natiirlich einen erhohten Verbrauch von Speicherplatz mit sich. Deshalb ist es von Interesse,
Bilder u.a. mit moglichst hohen Kompressionsraten zu codieren.

Hier soll weder auf Codierung im allgemeinen noch auf Codierungsmethoden im einzelnen ein-
gegangen werden; eine Ubersicht findet man in [15]. Wir méchten jedoch fraktale Bilder auf
eine Reihe von Bildeigenschaften untersuchen, die i.a. bei der Codierung ausgenutzt werden.

Hier eine kurze Auflistung dieser Bildeigenschaften:

Mboglichst lange Folgen von Pixeln gleicher Farbe in einem Bild, sogenannte L&ufe.

Konturen innerhalb eines Bildes

Moglichst grofie Blocke gleicher Farbe (z.B. Quadtree [6])

Korrelation der Pixel

Betrachtet man nun das fraktale Bild in Abb. 1.1, wird man feststellen, daf} diese Eigenschaften
aufgrund der vielen vorhandenen Details nicht sehr ausgeprigt sind. Codierverfahren, die mit
solchen Bildeigenschaften arbeiten, bringen also fiir fraktale Bilder meist keine guten Resultate.

Aufler diesen gibt es noch Verfahren, die das zu codierende Bild vom Orts— in den Frequenzbe-
reich transformieren (z.B. Blockquantisierung [9] oder Wavelets [20]). Hier wird die Tatsache
ausgenutzt, dafl das menschliche Auge auf hohe Frequenzen weniger sensibel reagiert als auf
niedrige. Die hohen Frequenzen werden deshalb bei der Codierung vernachlissigt. Da bei ei-
nem fraktalen Bild wegen seines Detailreichtums grofies Gewicht auf den hohen Frequenzen
liegt, ist auch eine Codierung dieser Art nicht ideal.

1.1 Fraktale Codierung

Man sieht also, daf§ fraktale Bilder durch herkémmliche Codierungsmethoden nur mit relativ
niedriger Kompressionsrate codierbar sind. Aus diesem Grund ist die fraktale Bildcodierung
entstanden, die versucht, die Selbstdhnlichkeit von fraktalen Bildern zu ihrer Codierung auszu-
nutzen.

Diese neue Strategie wird manchmal mit bekannten Methoden der Bildkompression kombiniert.
Pentland und Horowitz erldutern in [27] eine Methode, bei der ein Bild einer Wavelettransfor-
mation unterzogen wird und die drei Frequenzkanile (horizontal, vertikal und nach beiden Rich-
tungen) getrennt einer Vektorquantisierung unterworfen werden. Dabei wird Selbstihnlichkeit
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der Frequenzbilder unterschiedlicher Auflésung ausgenutzt, um die Codierung der Vektorquan-
tisierung zu optimieren. Fiir diese Methode wird eine Kompressionsrate von 13.3:1 bei einem
Signal-/Rauschverhéltnis von 30 dB als typisch angegeben.

Jacquin [14] stellt eine Methode vor, bei der die Ahnlichkeit von verschiedenen Blcken eines
Bildes ausgenutzt wird. Das Originalbild wird einmal in Quadrate, sogenannte domain cells,
und einmal in kleinere Quadrate, die range cells, unterteilt. Nun wird fiir jede range cell eine
geeignete Funktion gesucht, die eine domain cell auf diese range cell abbildet. Dabei soll die
range cell moglichst gut approximiert werden. Es werden Operationen wie Kontrastskalierung,
Invertierung, aber auch Drehung sowie Spiegelung um die mittleren Achsen auf die domain cells
angewendet. Um fiir die range cells schneller geeignete domain cells zu finden, werden domain
cells und range cells in drei Kategorien eingeteilt:

1. shade blocks, das sind Blocke ohne Kontrast oder Textur
2. midrange blocks, das sind Blécke mit feiner Textur

3. edge blocks, das sind Blécke mit scharfen Kontrasten

Die shade blocks werden aus der Menge der domain cells entfernt, weil einfarbige Blocke iiber
Grauwertoperationen aus jedem beliebigen Block erzeugt werden kénnen. Bei range cells der
Klassen midrange oder edge blocks werden jeweils nur domain cells aus derselben Kategorie
betrachtet. Wenn fiir jede range cell eine Transformation gefunden ist, wird die Vereinigung
der Transformationen erzeugt. Der Fixpunkt der resultierenden Funktion approximiert das
Ausgangsbild.

Jacquin gibt an, dafl die Approximation bis auf Verlust feiner Textur und leichte Blockbildung
sehr gut ausfillt. Die Codierung des Bildes , Lena“ ergibt eine Kompressionsrate von 0.68 bit /
Pixel bei einem Signal-/Rauschverhéltnis von 27.7 dB.

Ein vielversprechendes Mittel zur Ausnutzung der Selbstdhnlichkeit fraktaler Bilder zu deren
Codierung sind aufgrund ihrer Beschaffenheit die Iterierten Funktionensysteme (IFS). Eine
anschauliche Erklarung dieses Typs von Fraktalen folgt im né&chsten Abschnitt.

1.2 Eine Einfiihrung in Iterierte Funktionensysteme

Hier wird eine kurze Erklirung von IFS gegeben, wie man sie in [2, 26] findet. Die Grundlagen
von IFS werden z.B. in [13, 2, 3] ausfiihrlich dargelegt.

Ein IFS ist eine Menge von Funktionen. Die Wirkungsweise dieser Funktionen 148t sich mit
einem Gerét veranschaulichen, das wohl jedem vertraut ist: einer Kopiermaschine, die verklei-
nern kann. Jede Konfiguration einer solchen Maschine entspricht einer Funktion, die in einem
IFS verwendet werden kann. Die einzige Bedingung dabei ist, daf die von der Kopiermaschine
erzeugte Kopie eines Bildes, also der Output der Kopiermaschine, verkleinert ist.

Wird nun dieser Output als Input fiir die Maschine verwendet, der resultierende Output wieder
als Input usw., zeigt sich folgendes: Die Kopien des Bildes werden kleiner und kleiner, bis
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frither oder spéter (abhingig vom Verkleinerungsfaktor) nur noch ein einziger schwarzer Punkt
zu sehen ist. Dieses Endresultat ergibt sich immer, egal welches Ausgangsbild urspriinglich als
Input fiir die Kopiermaschine verwendet wurde.

Weit interessantere und vielfdltigere Endresultate zeigen sich, wenn die Kopiermaschine zu einer
»Multi Contraction Copy Machine* (MCCM) [26] umgebaut wird:

Statt eines Linsensystems zur Verkleinerung werden nun mehrere unabhéngige Linsensysteme
verwendet, in Analogie zu IFS, die auch aus mehreren Funktionen bestehen. Sie alle verklei-
nern das Input—Bild und kopieren es auf das Output—Bild, und zwar abhingig von bestimmten
Faktoren: Der erste Parameter der MCCM bestimmt die Anzahl der Linsensysteme, die ver-
wendet werden sollen. Der zweite Parameter hilt den Verkleinerungsfaktor jedes einzelnen
Linsensystems fest, und der dritte beschreibt die Position des Ergebnisses von jedem einzelnen
Linsensystem auf dem Output-Bild.

Betitigt man die MCCM einmal, wird das Input—Bild mit verschiedenen Verkleinerungsfaktoren
kopiert und die Ergebnisse in einem bestimmten Muster auf dem Output—Bild angeordnet. Das
Output-Bild der MCCM wird wieder als Input-Bild verwendet usw., wie im obigen Experiment
fiir die Kopiermaschine. War bei dieser das Endresultat ein schwarzer Punkt, so ist bei der
MCCM das Endresultat ein fraktales Bild, dessen Aussehen nur von den drei Parametern der
MCCM abhéngt.

Als Beispiel soll eine MCCM mit drei aktiven Linsensystemen genommen werden, die das Input—
Bild jeweils um den Faktor % verkleinern und die Ergebnisse in Form eines gleichseitigen Dreiecks
anordnen. Abb. 1.2 zeigt die Anwendung der MCCM auf verschiedene Ausgangsbilder. Man
sieht, daf} das Endresultat immer das gleiche sein wird, unabhéingig vom Ausgangsbild.

Das Ausgangsbild in der letzten Zeile zeigt spezielles Verhalten; es dndert sich nicht, egal wie
oft die MCCM darauf angewendet wird. Diese Eigenschaft besitzt genau ein Bild, ndmlich das
Endresultat, das von allen Ausgangsbildern durch Iteration erreicht wird. Das Endresultat der
MCCM von Abb. 1.2 ist das sogenannte Sierpinski — Dreieck [2].

Nachdem die Funktionsweise einer MCCM beschrieben wurde, kann die Analogie zu IFS ge-
zogen werden. Die IFS, die in dieser Arbeit behandelt werden, bestehen aus endlich vielen
kontraktiven affinen Transformationen. Man kann sich die Effekte dieser Transformationen auf
geometrischer Ebene vorstellen: Sie beschreiben Rotation, Skalierung, Spiegelung und daraus
zusammengesetzte Operationen. Jede Konfiguration der letzten beiden Parameter einer MCCM
entspricht einer solchen Transformation!.

Es werden alle Transformationen auf eine Ausgangsmenge angewendet; die einzelnen Ergebnisse
werden vereinigt, wie bei der MCCM die verschiedenen Linsensysteme zusammen ein Output—
Bild produzieren. Auf dieses Ergebnis werden wiederum alle Transformationen angewendet
usw.

Analog zur MCCM produziert auch ein IFS unabhingig vom Ausgangsbild ein Endresultat, den
sogenannten Attraktor. Dieser Attraktor ist eine Menge, die von dem IFS generiert wird.

"Umgekehrt gilt dies jedoch nicht, da die Skalierung, die eine affine Transformationen durchfiihrt, nicht in
allen Richtungen gleichférmig sein mu8.
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Ausgangsbild 1. Kopie 2. Kopie 3. Kopie

Abbildung 1.2: Die ersten drei Kopien verschiedener Ausgangsbilder einer MCCM

Nimmt man den Attraktor als Ausgangsmenge, dndert er sich nicht, egal wie oft die Transfor-
mationen des IFS darauf angewendet werden.

Jede Transformation eines IFS 146t sich mit sechs reellen Zahlen beschreiben. Das erklart den
geringen Speicherbedarf von Bildern, die durch ein IFS codiert sind.

1.3 Das inverse Problem

Bisher war von IFS die Rede, die abhédngig von den im Abschnitt 1.2 erwdhnten Parametern
fraktale Bilder erzeugen. In der Praxis liegt der Fall meist anders: Es soll ein bereits vorhandenes
Bild codiert werden. Dazu muf} ausgehend vom gegebenen Bild ein IFS gefunden werden, dessen
Attraktor das Bild moglichst gut approximiert. Diese Aufgabe ist bekannt als das inverse
Problem.

Die Schwierigkeit dabei ist, dafl ausgehend von den Parametern eines IF'S keine Vorhersagen iiber
die Form des zugehérigen Attraktors gemacht werden kénnen. Es ist auch nicht offensichtlich,
wie die Parameter eines IF'S beschaffen sind, wenn nur der Attraktor dieses IF'S gegeben ist.

Das inverse Problem ist nicht leicht zu 16sen; es ist bis jetzt keine automatische vollstindige
Losung publiziert. Es gibt jedoch Ansétze von einigen Autoren, auf die ndher eingegangen
werden soll.
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Barnsley gibt an, mit IFS tatsdchlich Kompressionsraten von 10000:1 erreichen zu kénnen [5].
Er hat jedoch bis jetzt nur diese Resultate und nicht den Losungsweg veroffentlicht.

Barnsley verwendet wie einige andere Autoren das Collage-Theorem. Es besagt in Worten
ausgedriickt folgendes: Wird eine geeignete Uberdeckung (Collage) eines gegebenen Bildes mit
affinen Bildern [24, 7] seiner selbst gefunden, dann kann das Bild durch ein IFS approximiert
werden. Abb. 1.3 zeigt ein Beispiel am Bild eines Blattes.

Es wird nun eine mathematische Beschreibung des Collage-Theorems gegeben. Die Sdtze und
Definitionen, auf denen sie aufbaut, sind im 2. Kapitel dieser Arbeit beschrieben.

Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum mit Distanzfunktion d. Sei L € H(X) eine be-

liebige Menge und € > 0 gegeben. Man wihle ein IFS mit Funktionen {wi,...,wy} und
Kontraktionsfaktor ¢ = max(c;,i = 1,2,... ,N), soda8

N
(1.1) d (L, U wi(L)> <e

=1
Dann ist

€

1.2 d(L <

wobei A der Attraktor des IFS ist.

¢ beschreibt die Genauigkeit der Uberdeckung. Bei komplexen Formen kénnen beliebig viele
Funktionen zur Collage verwendet werden, was € entsprechend klein werden 148t. Verwendet
man Funktionen mit kleinen Kontraktionsfaktoren c;, bleibt der Kontraktionsfaktor ¢ des IFS
klein und damit die Approximation des Bildes gut.

Abbildung 1.3: Collage: Uberdeckung eines Bildes mit affinen Bildern seiner selbst

Das Collage-Theorem wird auch von Horn verwendet, der in [12] ein interaktives System zur
Ermittlung eines IFS fiir die Codierung eines gegebenen Bildes vorstellt. Der Benutzer erzeugt
mit Parallelogrammen eine Uberdeckung des gegebenen Bildes. Dabei wird ausschlieflich der
sogenannte meta—skew verwendet, mit dem sich sdmtliche affinen Abbildungen fiir die Paralle-
logramme nachvollziehen lassen:
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Wenn der Benutzer mit der Maus eine Kante eines Parallelogramms bewegt, folgen drei Kanten
der Bewegung, wihrend sich die vierte Kante so bewegt, dafl die Form eines Parallelogramms
erhalten bleibt.

Jedes Parallelogramm steht fiir eine Transformation. Die Parameter einer Transformation wer-
den automatisch aus den Koordinaten des zugehérigen Parallelogramms ermittelt.

Sobald die Parallelogramme verdndert wurden, stellt das System den Attraktor des resultie-
renden IFS dar. So kann der Benutzer sukzessive ein dem Original immer dhnlicheres Bild
erzeugen.

Ein ebenfalls halbautomatischer Ansatz zur Losung des inversen Problems stammt von den
Autoren Libeskind—Hadas und Maragos in [19]. Sie benutzen die Operationen Erosion und
Dilation aus dem Gebiet der mathematischen Morphologie [28]. Zunéchst wird gezeigt, dafi das
Collage—Theorem auch fiir die Vereinigung von IF'S mit einem fixen Teilbild Giiltigkeit hat. Es
sollen nun die selbstdhnlichen Teilbilder des bindren Ursprungsbildes ermittelt werden; der Rest
des Bildes wird zum fixen Teilbild erklirt. Fiir jedes Teilbild sind die Parameter Translation,
Kontraktionsfaktor und Drehwinkel gefragt. Zu deren Ermittlung wird das diskrete Skelett des
Bildes ermittelt [22]. Die einzelnen Parameter werden folgendermafien gefunden: Sei das Bild
A € R?, wobei R die Menge der reellen Zahlen ist.

e Translation
Es gibt im Zentrum des Skeletts von A markante Kreuzungspunkte, die sich im Zentrum
der Teilbilder wiederholen. Der Benutzer mufi den Kreuzungspunkt von A sowie den
Kreuzungspunkt des zu erzeugenden Teilbildes markieren. Die Translation ist dann gleich
dem Vektor vom Kreuzungspunkt von A zum Kreuzungspunkt des Teilbildes.

o Kontraktionsfaktor

— In z—und y—Richtung gleicher Kontraktionsfaktor
Beim Prozefl der Skelettierung werden Scheiben ermittelt, die in dem Sinne maximal
sind, daf} sie vollstdndig in A enthalten sind und von keiner anderen Scheibe in A
vollstdndig iiberdeckt werden. Der Kontraktionsfaktor ist dann das Verhéltnis des
Radius der grofiten Scheibe im Teilbild zum Radius der grofiten Scheibe in A.

— In x—und y—-Richtung verschiedener Kontraktionsfaktor
Hier werden bestimmte Skalierungen in x— und y—Richtung zur Verfiigung gestellt.
Alle ihre Kombinationen werden auf A angewendet und die Kontraktionsfaktoren
desjenigen Resultates gewihlt, das dem Teilbild am n&chsten kommt.

e Drehwinkel

— In z—und y—Richtung gleicher Kontraktionsfaktor
Es werden nur einige fixe Drehwinkel in Betracht gezogen. A wird mit jedem dieser
Drehwinkel auf das Teilbild transformiert. Die Transformation, deren Ergebnis dem
Teilbild am &hnlichsten ist, wird festgehalten.

— In z—und y—Richtung verschiedener Kontraktionsfaktor
Der Benutzer markiert neben den erwdhnten Kreuzungspunkten weitere markante
Punkte, aus denen der Drehwinkel errechnet wird.
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Nachdem alle selbstdhnlichen Teilbilder behandelt wurden, muf das fixe Teilbild, das A erginzt,
gespeichert werden. Dies geschieht durch den Benutzer, der geeignete maximale Scheiben se-
lektiert, die das fixe Teilbild iiberdecken.

Libeskind-Hadas und Maragos geben als Anwendungsgebiete fiir ihren Algorithmus die Daten-
kompression und die Animation (Generierung von Bildsequenzen durch geringfiigige Anderung
der Parameter des IFS) an.

Ein automatischer Ansatz stammt von Mazel und Hayes, die in [23] diskrete, eindimensionale
Signale codieren. Sie présentieren zwei Varianten:

Beim ersten Algorithmus wird nur die strikte Selbstdhnlichkeit beriicksichtigt. Es werden Stiitz-
punkte aus der Menge der Signaldaten gewidhlt. Dann wird der am weitesten links liegende
Stiitzpunkt als Anfangsstiitzpunkt genommen und fiir alle Endstiitzpunkte (das sind alle Stiitz-
punkte rechts vom Anfangsstiitzpunkt) je eine Funktion ermittelt, die das gesamte Signal auf
den Bereich zwischen Anfangs— und Endstiitzpunkt abbildet. Diejenige der Funktionen, die dem
urspriinglichen Signal am &hnlichsten ist, wird festgehalten. Der néchste Anfangsstiitzpunkt ist
der Endstiitzpunkt der gespeicherten Funktion. Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis
der am weitesten rechts liegende Stiitzpunkt erreicht ist.

Das zweite Verfahren beriicksichtigt die partielle Selbstdhnlichkeit der Signale. Hier wird das
Signal zweimal in jeweils gleich grofle Intervalle geteilt, einmal in Zielintervalle und einmal in
Adreflintervalle. Dabei ist die Linge eines Adreflintervalls gréfler als die eines Zielintervalls.
Nun werden alle Adreflintervalle so auf ein Zielintervall abgebildet, dafl sich ihre Anfangs—
und Endpunkte decken. Diejenige Funktion wird gespeichert, deren Bild dem Zielintervall am
dhnlichsten ist. Das wird fiir alle Zielintervalle durchgefiihrt. Durch die Wahl der Adrefi— und
Zielintervalle ist die Kompressionsrate bei diesem Verfahren vorherbestimmt.

Mazel und Hayes geben an, dafl bei Quantisierung in der zweiten Methode relativ wenig storende
Effekte auftreten. Diese Art der Codierung ist nur fiir in gewissem Grade selbstdhnliche Signale
sinnvoll. In [23] werden u.a. Beispiele mit seismischen Daten, Elektrokardiogramm-Daten und
Signalen, die von einer menschlichen Stimme stammen, gebracht; dabei wurde die zweite Me-
thode verwendet. Das letzte Beispiel der obigen Aufzéhlung ergibt mit 6.4:1 die beste Kom-
pressionsrate bei einem analytischen Signal-/Rauschverhéltnis von 16.9 dB.

Die Autoren Levy—Vehel und Gagalowicz stellen in [17] eine Optimierungsmethode vor, bei der
die Distanz zwischen dem gegebenen Bild und dem Attraktor minimiert wird. Zun&chst werden
verschiedene Distanzfunktionen betrachtet und schliefilich die Hausdorff-Metrik als geeignetste
Funktion verwendet, was jedoch einen speziellen Optimierungsalgorithmus erfordert. Werden
die Anfangswerte giinstig gewahlt, sind die Resultate dieser Methode gut; ist das nicht der Fall,
besteht die Gefahr, dal der Algorithmus in einem lokalen Minimum endet.

Die oben beschriebene Optimierungsmethode wird von den Autoren in [18] fiir Grauwertbilder
erweitert, d.h. es wird zusétzlich zu jeder Transformation eine Wahrscheinlichkeit ermittelt. Die
Anwendung sowohl auf klassische (d.h. kiinstliche) Fraktale wie auf ,,natiirliche Fraktale* (z.B.
das Bild eines Ahornblattes) ergibt zufriedenstellende Resultate; die Methode hat aber immer
noch den Nachteil vieler lokaler Minima in der Distanzfunktion.
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Robuster ist der zweite Algorithmus in [18], der auf der Methode des simulated annealing
basiert. Hier wird die Gesamtenergie eines Systems langsam reduziert, wihrend eine Minim-
umsuche in Form einer Wanderung durch definierte Systemzustinde durchgefithrt wird, bis die
Systemenergie klein genug ist. Der Algorithmus ist zwar langsamer als die vorher beschriebene

Optimierungsmethode, aber dafiir unabhéngig von den Startwerten.

Vrscay geht in [30] einen dhnlichen Weg, er verwendet zur Minimumsuche jedoch genetische

Algorithmen.

1.4 Notation

Dies ist ein Uberblick der in dieser Arbeit verwendeten Notationen.

Notation
N

Erlauterung

Die Menge der natiirlichen Zahlen (inklusive 0).

Die Menge der reellen Zahlen.

Die Menge der reellen Zahlen grofier gleich 0: {z € R | 2 > 0}
Die Ebene.

Der d-dimensionale Raum.

Abgeschlossenes reelles Intervall: {z € R |a <z < b}
Rechts halboffenes reelles Intervall: {z € R|a < x < b}
Definitionsgleichung, ,, wird definiert als®

floor von x € R: |z| :=max{n € Z | n <z}

ceiling von z € R [z] :=min{n € Z | n > x}

Die leere Menge.

n-fache Anwendung der Funktion f auf x:

for(x) = f(forHx)) fir n € NF, f0(z) :=



Kapitel 2

Grundlagen Iterierter
Funktionensysteme

Es wird eine kurze Einfithrung in die grundlegende Theorie Iterierter Funktionensysteme ge-
geben, die zum Verstdndnis der spéateren Kapitel notwendig erscheint. Eine solche Einfiihrung
ist auch bei Hutchinson in [13] und in erweiterter Form bei Barnsley in [2, 3] zu finden. In
[26] haben Peitgen et al. Iterierte Funktionensysteme sehr anschaulich und gut verstédndlich
dargelegt.

Notation und Definitionen folgen teilweise [2, 7]. Wenn nicht anders erwidhnt, sind Beweise fiir
die Sétze in [13, 2, 7] zu finden.

Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum mit Distanzfunktion d.

Definition 2.1 Eine Zahl ¢ € R heiit Kontraktionsfaktor einer Abbildung w auf X genau
dann, wenn

(2.1) d(w(x), w(y)) < cd(x,y) Va,ye X
und es kein £ € [0, ¢) mit

(2.2) d(w(x), w(y)) < kd(x,y) Vo,ye X
gibt.

Definition 2.2 Eine Abbildung w auf X heifit kontraktiv genau dann, wenn ihr Kontraktions-
faktor ¢ < 1 ist.

Definition 2.3 Ein x € X heifit Fixpunkt der Abbildung w : X — X genau dann, wenn es die
Fizpunktgleichung w(x) = x erfiillt. Die Fixpunkte von w sind also genau jene Elemente von
X, die unter w auf sich selbst abgebildet werden.

Definition 2.4 Fiir eine kontraktive Abbildung w : X — X heifit die Folge {x,}, n =
0,1,2,..., mit g € X und x,,; = w(x,) fiir n > 0, der Orbit von x, unter w.

10
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Bisher wurden Elemente von X und ihre Bilder unter kontraktiven Abbildungen betrachtet.
Von groflerem Interesse sind jedoch spezielle Teilmengen von X und die auf diese Teilmengen
definierten Abbildungen.

Definition 2.5 Sei H(X) die Klasse aller nicht leeren, kompakten Untermengen von X.

Sei A die 6-Umgebung von A € H(X), 6 € R}. Diese besteht aus der Menge der Punkte, die
innerhalb einer Distanz 6 von A liegen, d.h.

(2.3) As:={x € X | d(x,a) < fiir mindestens ein a € A}.
Definition 2.6 Die Abbildung d;, : H(X) x H(X) — R mit

(2.4) d,(A,B) :=inf{§ € Rf | AC Bs und B C A;}
fiwr A, B € H(X) wird Hausdorffmetrik genannt.

Satz 2.7 Ist (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum, so ist (H(X), d;,) ebenfalls ein vollstdndi-
ger metrischer Raum.

Ein w kann nun zu einer Abbildung auf H(X) erweitert werden, wobei die Kontraktivitit
erhalten bleibt. Statt einzelner Punkte werden Mengen transformiert.

Satz 2.8 Ist w: X — X eine kontraktive Abbildung auf (X, d) mit Kontraktionsfaktor ¢, dann
ist w:H(X) — H(X) mit

(2.5) w(A) :={w(a) | a € A} AeH(X)

eine kontraktive Abbildung auf (H(X), d,) mit Kontraktionsfaktor c.

2.1 Iterierte Funktionensysteme

Auf der Basis der obigen Sitze und Definitionen kénnen nun Iterierte Funktionensysteme defi-
niert und ihre Eigenschaften diskutiert werden.

Definition 2.9 Ein Iteriertes Funktionensystem (kurz IFS) ist eine endliche Menge von zwei
oder mehr kontraktiven Abbildungen auf X.

Ein solches IFS wird auch deterministisches IFS genannt; im Gegensatz dazu steht das proba-
bilistische IFS, dessen Abbildungen mit gewissen Wahrscheinlichkeiten versehen werden.

Die im folgenden definierte Abbildung charakterisiert den Effekt eines IFS auf ein Element aus
H(X).
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Definition 2.10 Der Hutchinsonoperator w : H(X) — H(X) eines IFS {w; | i =1,...,n} ist
die Vereinigung der Bilder unter den n Abbildungen des IFS:

(2.6) w(A) = Jwi(4) A€ H(X)

=1
Die folgenden beiden Sitze sind in der Theorie der IFS von grofler Bedeutung.

Satz 2.11 Der Hutchinsonoperator w : H(X) — H(X) eines IFS ist eine kontraktive Abbil-
dung auf dem vollstandigen metrischen Raum (H(X),d,). Der maximale Kontraktionsfaktor
der Abbildungen des IF'S ist der Kontraktionsfaktor von w und wird Kontraktionsfaktor des
zugehérigen IFS genannt.

Satz 2.12 Der Hutchinsonoperator w hat einen eindeutigen Fixpunkt A € H(X). A ist die
eindeutige Ldsung von

(2.7) A =w(A).

Der Orbit {Ay, w(Ay),w°?(Ay),...} jedes Anfangselements Ay € H(X) unter w konvergiert zu
A.

Definition 2.13 Der Fixpunkt A des Hutchinsonoperators wird Attraktor des zugehorigen TFS
genannt.

Zur Iustration der obigen Sétze und Definitionen werden nun einige Beispiele gezeigt. Obwohl
der Schwerpunkt dieser Arbeit auf IFS in R liegt, werden hier hauptsichlich IFS in R? verwen-
det, weil diese anschaulicher sind. Dabei wird der metrische Raum R? mit dem euklidischen
Abstand verwendet, da dieser leicht darstellbar ist und dem ,natiirlichen*“ Abstandsbegriff ent-
spricht. Die verwendeten Abbildungen sind kontraktive affine Transformationen. Auf affine
Transformationen in R wird spdter noch genauer eingegangen. Um affine Transformationen
anschaulich beschreiben zu kénnen, wird eine Notation verwendet, die in [25] genau definiert
wird. &(¢,, ¢,) beschreibt eine Skalierung in #-Richtung mit dem Faktor ¢, und in y-Richtung
mit dem Faktor ¢,. R(a) beschreibt eine Drehung um den Winkel a.

Der Effekt des Hutchinsonoperators des IFS {wy, wy, w3} auf R* mit

(2.8) wy(z) = &(0.5,0.5)7 + (\%%) T eR?
ws(Z) = 6(0.5,0.5)7 + (%)

ist in Abb. 2.1 illustriert. Die Ausgangsmenge ist das graue Rechteck links oben in der Ab-
bildung. Die einmalige Anwendung des Hutchinsonoperators darauf ergibt die Menge rechts
daneben. Hier wird die Kontraktivitit der Transformationen deutlich: Die Ausgangsfigur ist
unter den Transformationen in x— und y—Richtung kleiner geworden. Wird in der Anwendung
des Hutchinsonoperators fortgefahren, ist das Ergebnis eine immer bessere Approximation des
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Abbildung 2.1: Wirkung des Hutchinsonoperators auf ein Rechteck
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Attraktors, in diesem Fall des Sierpinski-Dreiecks. Das Sierpinski—Dreieck wird durch den
Hutchinsonoperator dieses IF'S immer angendhert, egal, welche Figur als Ausgangsbild genom-
men wird, und es ist der einzige Fixpunkt dieses Hutchinsonoperators.

Abb. 2.2 zeigt vier IFS in R?* und ihre Attraktoren. Das fiinfte IFS liegt in R; sein Attraktor
wird als unterbrochene Linie dargestellt. Die Fixpunkte der Transformationen dieses IFS sind
mit je einem Symbol * markiert.

wy (&) = R(10°)S(0.8,0.8)&
wy () = R(20°)6(0.64,0.64)7 + (3)

3

*———— ——— _— —_— ——— ——— —_— ——— ———— _ =

ws(z) = &(0.35,0.0)z + (%)

0.0

Abbildung 2.2: Einige IF'S mit zugehorigen Attraktoren
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2.2 Affine Transformationen auf R

Die im vorigen Abschnitt gezeigten IFS in R? haben Attraktoren von erstaunlicher Komplexitiit.
Die Attraktoren von IFS, die in X = R mit dem euklidischen Abstand und affinen Transforma-
tionen definiert sind, kurz IFS in R, sind bei weitem einfacher. Auch die Vielfalt von affinen
Transformationen in R ist stark begrenzt. Wihrend zu affinen Transformationen in R?* Drehung,
Schérung, Spiegelung, Skalierung und Translation gehdren, kann eine affine Transformation in
R héchstens aus Skalierung, Spiegelung und Translation bestehen.

Es werden nun die Eigenschaften von affinen Transformationen in R untersucht. Basis hiefiir
ist die Betrachtung von affinen Transformationen auf R in Kapitel 3 von [25]. Dort finden sich
die notigen Beweise bzw. Referenzen.

Definition 2.14 Eine affine Transformation w : R — R ist eine Abbildung, die jedem x € R
(2.9) w(x) :=kr+d

zuordnet, wobei k und d € R.

2.2.1 Kontraktionsfaktor einer affinen Transformation auf R

Sei w(x) = kx + d eine affine Transformation auf R. |k| ist der Kontraktionsfaktor von w.

w ist genau dann kontraktiv, wenn k € (—1,1).

2.2.2 Fixpunkt einer kontraktiven affinen Transformation auf R

Sei w(x) = kx + d eine kontraktive affine Transformation auf R. Nach Definition 2.3 ist xr € R
genau dann Fixpunkt von w, wenn x die Fixpunktgleichung w(zr) = x5 erfiillt. Der Fixpunkt
zr von w kann demnach leicht errechnet werden:

(2.10) Tp =

xr ist der einzige Fixpunkt von w.

2.2.3 Orbit einer kontraktiven affinen Transformation auf R

Hier kann man generell die zwei Fille einer affinen Transformation mit oder ohne Spiegelung
unterscheiden. Sei w(z) = kx + d eine kontraktive affine Transformation auf R. Hat k positives
Vorzeichen, dann ist w eine Transformation ohne Spiegelung. Abb. 2.3 zeigt ein Beispiel fiir
den Orbit einer kontraktiven affinen Transformation w auf R ohne Spiegelung. w wird auf
den Startpunkt in der Abbildung angewendet; der Startpunkt ist durch einen Bogen mit dem
resultierenden Punkt verbunden. Auf diesen Punkt wird wiederum w angewendet etc. bis der
Fixpunkt angendhert ist.
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o T T m

- Fixpunkt Startpunkt

Abbildung 2.3: Orbit einer kontraktiven affinen Transformation auf R ohne Spiegelung

Hat k negatives Vorzeichen, dann ist w eine Transformation mit Spiegelung. Abb. 2.4 zeigt ein
Beispiel fiir den Orbit einer kontraktiven affinen Transformation auf R mit Spiegelung.

=

* Fixpunkt Startpunkt

Abbildung 2.4: Orbit einer kontraktiven affinen Transformation auf R mit Spiegelung

2.2.4 Eine alternative Darstellung fiir kontraktive affine Transformationen
auf R

Sei w(x) = kx+d eine kontraktive affine Transformation auf R. Aus Abschnitt 2.2.2 ist bekannt,
daf eine kontraktive affine Transformation w(x) = kx+d einen eindeutigen Fixpunkt xr besitzt.
w kann nun als

(2.11) w(x) =k(r —xp)+zp

dargestellt werden. Die Sitze 3.11 und 3.12 in [25] beweisen, dafi man diese und die urspriing-
liche Darstellung eindeutig ineinander iiberfithren kann. Die Fixpunkt-Darstellung hat den
Vorteil, dafl der Fixpunkt von w sofort ersichtlich ist.
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Diskrete Transformationen und
diskreter Attraktor

Damit ein Attraktor auf dem Bildschirm eines Rechners dargestellt werden kann, muf} er in
ein digitales Bild umgewandelt werden. Dazu wird meist ein Algorithmus namens Chaos—Spiel
[2] verwendet. Alternativ dazu wurden in [16] und ausfiihrlich in [25] Algorithmen vorgestellt,
die auf der Diskretisierung von Transformationen fuflen und die Darstellung von Attraktoren
effizienter gestalten. Da die Betrachtung des inversen Problems in den nachfolgenden Kapiteln
auf den letztgenannten Ergebnissen beruht, werden diskrete Transformationen sowie diskrete
Attraktoren hier kurz beschrieben.

3.1 Abtasten des Attraktors

Zunichst wird das Abtasten eines Attraktors in R? beschrieben. Ein IFS in R? definiert einen
Attraktor, der eine kompakte Teilmenge von R? ist. Diese Teilmenge kann nun wie folgt als
Bindrbild auf den Bildschirm gebracht werden: Der Bildschirm wird mit seiner Indexmenge
identifiziert, die eine endliche Teilmenge von N? ist. Der Teilbereich von R? | der den Attraktor
enthélt, wird in kleine Quadrate unterteilt, die mit den Bildschirmpixeln korrespondieren. Ein
Pixel wird dann und nur dann auf 1 gesetzt, wenn das korrespondierende Quadrat mindestens
einen Punkt des Attraktors enthilt. Das resultierende Bindrbild wird der abgetastete Attraktor
genannt.

Attraktoren in R werden entsprechend abgetastet; der Teilbereich von R, der den Attraktor
enthélt, wird dementsprechend in Intervalle geteilt.

Es folgt eine kurze Beschreibung des oben erwéhnten Chaos—Spiels.

17
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Chaosspiel(IFS {w; | i =1,...,n}, Z):

e Der Anfangspunkt zy muf} in A liegen; dies ist z.B. fiir die Fixpunkte
der Transformationen des IFS der Fall. ;7 wird auf 0 gesetzt.

e repeat
Das mit z, korrespondierende Pixel wird gesetzt. Nun wird z;4; =
w;, (T;) berechnet, wobei jedes i; € {1,...,n} mit gleicher Wahrschein-

lichkeit gew&hlt wird.
until Qualitidt des Attraktorbildes ist gut genug.

Der Algorithmus terminiert nicht eindeutig; mit fortschreitender Zeit werden immer mehr Pixel
des Attraktors wiederholt getroffen. Deshalb mufi man ein Kriterium fiir die Qualitit des
resultierenden Bildes festlegen. Hier werden in der Praxis der Benutzer bzw. Erfahrungswerte
entscheiden. Man bricht z.B. ab, wenn eine bestimmte Zeitlang kein Pixel mehr schwarz gesetzt
wurde.

Da die ermittelte Punktfolge zuféllig {iber dem Attraktor verteilt ist, wird der Attraktor durch
diese Punktfolge regelméflig iiberdeckt. Nach einer Anzahl von Iterationen, die deutlich grofier
als die Anzahl der Pixel des Attraktors ist, wird der Attraktor dicht genug {iberdeckt sein
(Abschnitt 2.4 in [4]).

Attraktoren mit dem Chaos—Spiel abzutasten ist aufwendig, denn der Attraktor wird weit
genauer berechnet als zur Darstellung notwendig. Dies ist deshalb der Fall, weil durch das
Chaos—Spiel der Attraktor angenihert wird, der ja eine Teilmenge von R bzw. R? ist. Da nicht
offensichtlich ist, wie viele Iterationen fiir eine bestimmte Bildschirmauflésung geniigen, mufl
die Zahl der Iterationen entsprechend hoch gewéhlt werden, sodaf viele Pixel 6fter als einmal
gesetzt werden.

3.2 Diskrete Transformationen

Der Attraktor eines IFS ist eine Teilmenge von R?. Um einen Attraktor fiir eine gegebene
Bildschirmauflésung berechnen zu koénnen, muf} er als endliche Menge dargestellt werden. Es
wird der diskrete Raum P? C N? der Pixel des Bildschirms verwendet. Der Einfachheit halber
wird ein quadratischer Schirm angenommen. Fiir einen Bildschirm mit der Gréfle R € N wird
definiert:

(3.1) Pr:={0,1,...,R—1}
und

(32) P% = PR X I[DR.



KAPITEL 3. DISKRETE TRANSFORMATIONEN UND DISKRETER ATTRAKTOR 19

Man identifiziert den Bildschirm mit [0, R) x [0, R) C R?; jedes Pixel p = (p., p,) € P% repriisen-
tiert ein Einheitsquadrat [p,,p. + 1) X [p,,p, +1) C R?*. Von nun an wird P anstelle von
Pr verwendet. Der Einfachheit halber wird angenommen, daff der Attraktor vollstindig in
[0,R) x [0,R) liegt, was aber keine Einschriankung darstellt, da jedes IFS in ein IFS trans-
formiert werden kann, dessen Attraktor diese Bedingung erfiillt und der seine Form bis auf
Verkleinerung und Verschiebung behélt [2].

Da der Attraktor eines IFS eine Menge ist, muf} eine Beziehung zwischen Teilmengen von P?
und Binérbildern hergestellt werden. Pixelmengen I € H(P?) und Binérbilder sind isomorph
zueinander, wenn die Pixel € I genau die gesetzten Pixel des Bindrbildes sind. Deshalb ist es
zulissig, Pixelmengen I € H(P?) der Einfachheit halber als Bilder zu bezeichnen. Es muf auch
die Bedeutung von w auf P? definiert werden; dazu wird eine Verbindung zwischen P? und R?
hergestellt: Man fiihrt eine Abbildung o : P* — R? ein, die fiir jedes Pixel diejenige Teilmenge
von R? angibt, durch die es reprisentiert wird. Jedes Pixel wird durch seinen Mittelpunkt
reprisentiert.

P+ 0.5 5 5
3.3 = €R €P
(3.3) o(p) (py 4 0.5) p

Nach Anwendung einer affinen Transformation auf o(p) fiir ein Pixel p mufy das Resultat wie-
derum nach P? abgebildet werden. Dazu dient die Funktion A : R? — P2, die auf Punkten in
R? operiert. A liefert das Pixel, das einen gegebenen Punkt enthélt.

(3.4) A@) = (2], |2 )) p= () e®

Es ist sicher, dafi das Resultat von A innerhalb von P? liegt; alles aufierhalb des Bildschirms
wird verworfen.

Fiir eine affine Transformation w : R*> — R? ist ihre zugehorige diskrete Transformation
w' : P? — P? wie folgt definiert:

(3.5) w'(p) := (Aowo o)(p) p € P?

Das Pixel p wird zuerst mittels o nach R?> abgebildet, dann wird die Transformation w ange-
wendet, und die resultierende Teilmenge von R? wird schlieflich durch A in eine Menge von
Pixeln transformiert. In Abb. 3.1 wird gezeigt, wie ein Pixel auf ein anderes abgebildet wird.
Das strichlierte Parallelogramm zeigt, wie das gesamte Pixel nach der Transformation durch w
aussehen wiirde.

3.3 Diskreter Attraktor

Der diskrete Hutchinsonoperator w’ : H(IP?) — H(P?) eines IFS {w; | i = 1,...,n} bildet eine
Pixelmenge auf eine Pixelmenge ab und ist folgendermafien definiert:

(3.6) w'(1) = J | {wi(n)} I e H(P?)

i=1pel

Jedes Pixel des Bildes I wird durch jede Transformation des IFS diskret transformiert.
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Abbildung 3.1: Eine diskrete Transformation

Definition 3.1 Hat man ein IFS mit diskretem Hutchinsonoperator w’, so wird jede Menge
Ay € H(P?) mit

(3.7) Ag = w'(Ay)

ein diskreter Attraktor genannt.

Der diskrete Attraktor ist nicht eindeutig, wie es beim tatséchlichen Attraktor der Fall ist
(Satz 2.12), da durch die Diskretisierung w' im allgemeinen keine kontraktive Transformation
mehr ist.

Es gibt jedoch nur eine endliche Anzahl von diskreten Attraktoren fiir ein IFS. Auflerdem exi-
stiert fiir jedes IFS genau eine maximale Losung A%, die alle diskreten Attraktoren beeinhaltet.
In [25] finden sich zwei Algorithmen, die einen diskreten bzw. den maximalen diskreten Attrak-
tor eines IF'S berechnen.

Unterschied zwischen abgetastetem und diskretem Attraktor

Es stellt sich die Frage, inwieweit ein diskreter Attraktor vom abgetasteten Attraktor desselben
IFS differiert. Des weiteren ist interessant, ob man diese Differenz beschrinken kann.

Abb. 3.2 zeigt Abbildungen des Farn—Attraktors aus [2] mit einer Auflosung von 256 x 256
Pixeln. Das linke Bild wurde mit dem in Abschnitt 3.1 beschriebenen Chaos—Spiel erzeugt. Das
rechte Bild stellt einen diskreten Attraktor dar. Es sind geringfiigige Unterschiede zwischen den
beiden Bildern zu sehen.

Basierend auf [29] ist in [25] bewiesen, daf eine Beschréinkung fiir die Differenz zwischen jedem
diskreten Attraktor und dem abgetasteten Attraktor desselben IFS existiert.

Als Ma8 fiir die Differenz wird die Haussdorff-Metrik (Def. 2.6) verwendet. Dazu wird der
diskrete Attraktor eindeutig mit einem Element aus H(R?) identifiziert.

Sei w der Hutchinsonoperator eines IFS mit Kontraktionsfaktor ¢ und Attraktor .4, dann gilt

(3.8) dn(A, Ag) < 11/:/3
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Abbildung 3.2: Ein abgetasteter und ein diskreter Farn—Attraktor

fiir jeden diskreten Attraktor A, € H(P?). Daraus ist ersichtlich, daf} die Differenz zwischen
jedem A und A; nur vom Kontraktionsfaktor ¢ des betreffenden IFS abhéngt.

Fiir ein IFS auf R, gilt:

(3.9) d (A A < 22

—1—-c




Kapitel 4

Der Algorithmus MatchRatio

Im Kapitel 3 wurde kurz der Weg vom IFS zum diskreten Attraktor beschrieben. Nun soll
der umgekehrte Vorgang im eindimensionalen Fall betrachtet werden, also das eindimensionale
inverse Problem.

Im folgenden wird der Algorithmus MatchRatio vorgestellt, der fiir eine beliebige binidre Pi-
xelzeile ein IFS findet, fiir das die Pixelzeile P ein diskreter Attraktor ist. Es wird die in
Kapitel 3 erkliarte Mittelpunktreprisentation verwendet.

MatchRatio besteht aus zwei Teilen, die logisch getrennt sind, jedoch verschachtelt ausgefiihrt
werden. Der eigentliche Algorithmus wird in diesem Kapitel beschrieben: Die Verwendung einer
invarianten Eigenschaft der Pixelzeile wird gezeigt; es folgt die Beschreibung des Matching, eines
wichtigen Bestandteils von MatchRatio. Der nédchste Teil des Kapitels ist der globalen Strategie
von MatchRatio gewidmet. Schliefilich werden einige Eigenschaften von MatchRatio betrachtet
und Experimente beschrieben.

Der zweite Teil von MatchRatio, die Auffindung von Parametern fiir die méglichen Transfor-
mationen, falls sie existieren, wird im Kapitel 5 vorgestellt.

4.1 Die Ratios — ein invariantes Merkmal

Zunichst werden von MatchRatio Kandidaten fiir Transformationen des gesuchten IFS ermit-
telt. Dazu wird ein Merkmal der Pixelzeile P verwendet, und zwar die Invarianz des Verhéltnis-
ses der Liangen von schwarzen und weiflen Zusammenhangskomponenten von P. (Eine Zusam-
menhangskomponente von P ist eine Folge von gleichfarbigen Pixeln in P, die links und rechts
von andersfarbigen Pixeln bzw. von Anfang oder Ende von P begrenzt ist.)

Definition 4.1 Ein Dash von P ist eine schwarze Zusammenhangskomponente von P. Ein Gap
von P ist eine weifle Zusammenhangskomponente von P.

Satz 4.2 Das Verhéltnis der Ldngen von Dashes und Gaps ist in R unter affinen Transforma-
tionen invariant.

22
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Beweis: Sei w = cx + d eine affine Transformation in R. Gegeben ist ein Dash der Linge d
und ein Gap der Liange g. Das Verhéltnis r; der Langen von Dash und Gap ist

rn = —.
g
Transformiert man Dash und Gap mit w, dann ist die Linge des Dashes ¢d und
die Lénge des Gaps cg. Das Verhiltnis ry der Lingen von Dash und Gap nach der
Transformation ist

cd
To = —.
cg
Durch Kiirzen sieht man, dafl
_cd
g cg

Es gilt also r; = r,.
O

Die Invarianz wird jedoch gestort, da wir uns im diskreten Raum P der Pixel befinden. Denn
eine Zusammenhangskomponente wird in P durch ein diskretes w’ transformiert, wie das im
Abschnitt 3.2 beschrieben wurde. Das heifit, dafl die Zusammenhangskomponente erst durch
die Funktion o von P auf R abgebildet wird, dann mit einem w transformiert und zuletzt
durch die Funktion A wieder auf P abgebildet wird. Die Lidnge vom Ergebnis eines w in R
wird sich durch die Abbildung A auf P meist #ndern. Uberdies kann sie abhiingig von ihrer
Position in P durchaus verschiedene Lingen erhalten. Durch diese Anderung der Lingen von
Zusammenhangskomponenten verdndern sich natiirlich auch die zugehorigen Ratios.

Es kann jedoch ein Intervall fiir die méglichen Léngen einer Zusammenhangskomponente unter
einem w’ mit Kontraktionsfaktor ¢ angegeben werden. Das Intervall D(c,d) fiir die moglichen
Langen eines Dashes d unter w' ist z.B.

D(c,d) = [le(d =1)] +1,e(d —1)] +1].

In den Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2 werden die Intervalle fiir Dashes und Gaps genauer be-
schrieben. Aus diesen wird dann ein Intervall fiir die moglichen Ratios dieser Léngen, das
sogenannte Ratio—Intervall, ermittelt. Ein grundlegendes Prinzip von MatchRatio ist es, die
Ratio—Intervalle mit den Ratios der urspriinglichen Pixelzeile P zu vergleichen und so zu be-
stimmen, ob w’ mit solchen Kontraktionsfaktoren Teil des gesuchten IFS sein kénnen. Dabei
muf} beriicksichtigt werden, daf} fiir Kontraktionsfaktoren, die klein genug sind, weifle Zusam-
menhangskomponenten ,,verschwinden“ koénnen. Das passiert dann, wenn eine weifle Zusam-
menhangskomponente unter einem w in R so klein wird, daf fiir diese unter A kein weifles Pixel
mehr entsteht.

Der genaue Vorgang des Vergleichens der Ratios von P und der Ratio—Intervalle von P unter
gewissen Kontraktionsfaktoren ¢, das sogenannte Matching, wird spiter dargestellt.



KAPITEL 4. DER ALGORITHMUS MATCHRATIO 24

Hier geniigt folgender Schluf}: Sind die Ratios von P in den Ratio-Intervallen von P unter
bestimmten Kontraktionsfaktoren enthalten, dann kénnen Transformationen mit solchen Kon-
traktionsfaktoren Teil des gesuchten IFS sein. Diese Transformationen werden mégliche Trans-
formationen genannt. Wegen der Beteiligung von Intervallen an dem Auswahlprozef ist es nicht
moglich, hier sichere Aussagen zu machen.

Ein w fiir jede dieser moglichen Transformationen wird, sofern es existiert, im zweiten Teil von
MatchRatio ermittelt.

4.2 Die Ratio—Intervalle

Zur Ermittlung der Ratio—Intervalle miissen erst die Intervalle der méglichen Langen von Dashes
und Gaps von P unter diskreten w' festgehalten werden.

Es wird wiederum die Mittelpunktrepréisentation verwendet und zur Ermittlung der Intervalle
der moglichen Liangen von Dashes und Gaps eine Transformation w = cx + d ohne Spiegelung
mit fixem, aber beliebigem ¢ und variablem d herangezogen. Im Fall einer Transformation mit
Spiegelung ist statt ¢ der Betrag |c| von ¢ zu verwenden. Die Pixelbreite in [P sei 1.

4.2.1 Das Intervall fiir die Dashes

Definition 4.3 Das Intervall D(c, d) beschreibt die mogliche Linge eines Dashes d unter einer
diskreten Transformation w mit Kontraktionsfaktor c.

Ein Dash habe die Lénge d, was auch der Anzahl seiner Pixel entspricht. Wegen der Mittel-
punktreprisentation ist der Abstand d — 1 vom ersten bis zum letzten Pixelmittelpunkt des
Dashs relevant. Nach der Transformation mit w in R betrigt dieser Abstand ¢(d —1). A liefert
nun zu jedem transformierten Pixelmittelpunkt das Pixel, in dem dieser enthalten ist. Es wird
schwarz gefirbt. Zur Erinnerung sei erwiéhnt, daf ein Pixel ¢ einen Punkt dann enthélt, wenn
dieser im Intervall [7,7 4+ 1) enthalten ist. Es stellt sich also die Frage, wieviele Pixel man maxi-
mal bzw. minimal mit dem Abstand u := ¢(d — 1) vom ersten bis zum letzten Pixelmittelpunkt
des Dashs unter w iiberdecken kann.

Die untere Grenze des Intervalls

Die Anzahl der Pixel, die u iiberdeckt, ist dann minimal, wenn u genau an der linken Grenze
eines Pixels beginnt. Das heifit, dafl durch den ersten Pixelmittelpunkt des transformierten
Dashs gerade dieses Pixel schwarz gefarbt wird, aber nicht das links davon, obwohl der Dash in
das letztere hineinragt.

Sei r := u — |u]. Wir unterscheiden zwei Félle:
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1.r=0
w ist ganzzahlig. Weil die Pixelbreite 1 betrdgt, befindet sich der letzte Pixelmittelpunkt
ebenfalls genau an der linken Grenze eines Pixels. Dieses ist das am weitesten rechts
gelegene, das schwarz gefiarbt wird. Damit werden wegen u = |u] insgesamt |u| + 1 Pixel
geférbt. Dieser Fall ist links in der Abb. 4.1 illustriert. Oben ist der Abstand u vom ersten
bis zum letzten Pixelmittelpunkt zu sehen, wobei diese Pixelmittelpunkte hervorgehoben
sind; darunter ist das Ergebnis von A fiir diesen Dash zu sehen.

2.r>0
Der Abstand u wird gegeniiber dem obigen Fall um r verlingert. Wegen r < 1 und
Pixelbreite = 1 kann die nichste Pixelgrenze nie erreicht werden, es werden also |u] + 1
Pixel schwarz gefirbt. Die Abb. 4.1 rechts zeigt den Fall mit einem grofien r.

Es werden also in allen Féllen minimal |u| + 1 Pixel schwarz gefirbt.

Abbildung 4.1: Es werden minimal |u] + 1 Pixel gefiarbt

Die obere Grenze des Intervalls

Die Anzahl der Pixel, die u iiberdeckt, ist dann maximal, wenn « mdglichst weit links in einem
Pixel, aber nicht auf der linken Grenze des néichsten Pixels beginnt. Das heifit, dal durch den
ersten Pixelmittelpunkt des transformierten Dashs das erste Pixel schwarz gefdrbt wird, obwohl
es der Dash nicht vollig iiberdeckt.

Wir unterscheiden wiederum zwei Falle:

1.r=0
w ist ganzzahlig. Weil die Pixelbreite 1 betrigt, befindet sich der letzte Pixelmittelpunkt
an derselben Stelle in einem Pixel wie der erste. Dieses ist das am weitesten rechts
gelegene, das schwarz gefiarbt wird. Damit werden wegen u = [u] insgesamt [u] + 1 Pixel
gefarbt. Dieser Fall ist links in der Abb. 4.2 illustriert.

2.r>0
Der Abstand w wird gegeniiber dem obigen Fall um r verlingert. Wegen r > 0 wird die
nidchste Pixelgrenze sicher iiberschritten;es wird also ein Pixel mehr als im ersten Fall
schwarz geférbt. Das ergibt [u]| + 1 schwarze Pixel. Ein Beispiel ist rechts in der Abb. 4.2
zu sehen.
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Abbildung 4.2: Es werden maximal [u] + 1 Pixel gefdrbt

Es werden also in allen Féllen maximal [u] + 1 Pixel schwarz gefirbt.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich das Intervall D(c, d):

Definition 4.4 Das Intervall D(¢,d) moglicher Lingen eines Dashs der Lidnge d unter einer
Transformation w mit Kontraktionsfaktor ¢ € [0,1) ist folgendermafien definiert:

Die,d) = [le(d —1)] +1,Te(d — 1)] +1].

4.2.2 Das Intervall fiir die Gaps

Definition 4.5 Das Intervall G(c,g) beschreibt die moégliche Linge eines Gaps ¢ unter einer
diskreten Transformation w mit Kontraktionsfaktor c.

Ein Gap habe die Linge g, was auch der Anzahl seiner Pixel entspricht. Wegen der Mittel-
punktreprisentation ist der Abstand ¢ + 1 vom letzten Pixelmittelpunkt des links anschlieffen-
den Dashs bis zum ersten Pixelmittelpunkt des rechts anschliefenden Dashs relevant. Nach der
Transformation mit w in R betrigt dieser Abstand ¢(g + 1). Dieser Abstand entspricht g + 2
Mittelpunkten, wobei die beiden dufleren zu den betreffenden Dashs gehoren.

Es stellt sich also die Frage, wieviele Pixel man maximal bzw. minimal mit dem oben beschrie-
benen Abstand u := ¢(g + 1) iiberdecken kann.

Die untere Grenze des Intervalls

Die Anzahl der Pixel, die u iiberdeckt, ist dann minimal, wenn u genau an der linken Grenze
eines Pixels beginnt. Das heifit, dafl durch den letzten Pixelmittelpunkt des links anschlieflenden
Dashs dieses Pixel schwarz gefarbt wird, obwohl der Dash das Pixel nicht v6llig iiberdeckt.

Sei r := u — |u]. Wir unterscheiden zwei Félle:

1.r=0
w ist ganzzahlig. Weil die Pixelbreite 1 betrigt, befindet sich der erste Pixelmittelpunkt
des rechts anschliefenden Dashs ebenfalls genau an der linken Grenze eines Pixels. Dieses
ist nach dem Gap das erste, das schwarz gefirbt wird. Wegen u = |u] werden also
|u] — 1 Pixel weifl gelassen. Dieser Fall ist links in der Abb. 4.3 illustriert. Oben ist der
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Abstand w vom letzten Pixelmittelpunkt des links anschlieBenden Dashs bis zum ersten
Pixelmittelpunkt des rechts anschliefenden Dashs zu sehen, wobei diese Pixelmittelpunkte
hervorgehoben sind. Rechts und links davon sind die anschliefenden Dashes angedeutet;
darunter ist das Ergebnis von A fiir diesen Gap zu sehen.

2.7>0
u wird gegeniiber dem obigen Fall um r verlingert. Wegen r < 1 und Pixelbreite = 1
kann der erste Pixelmittelpunkt des rechts anschlieffenden Dashs die néchste Pixelgrenze
nie erreichen; es werden also |u] —1 Pixel weif§ gelassen. Ein Beispiel wird in der Abb. 4.3
rechts gezeigt.

Es werden also in allen Féllen minimal [u] — 1 Pixel weif gelassen.

Abbildung 4.3: Es werden minimal |u| — 1 Pixel weif§ gelassen

Die obere Grenze des Intervalls

Die Anzahl der Pixel, die u iiberdeckt, ist dann maximal, wenn der letzte Pixelmittelpunkt des
links anschliefenden Dashs moglichst weit links in einem Pixel, aber nicht auf der linken Grenze
des nichsten Pixels beginnt. Das heifit, daf dieses letztere Pixel weifl gelassen wird, obwohl der
Dash in dieses hineinragt.

Wir unterscheiden wiederum zwei Falle:

1. r=0
w ist ganzzahlig. Weil die Pixelbreite 1 betrigt, befindet sich der erste Pixelmittelpunkt
des rechts anschliefenden Dashs an derselben Stelle in einem Pixel wie der letzte Pixelmit-
telpunkt des links anschlielenden Dashs. Dieses ist nach dem Gap das erste, das schwarz
gefiarbt wird. Wegen u = [u]| werden also insgesamt u — 1 Pixel weif§ gelassen. Dieser Fall
ist links in der Abb. 4.4 illustriert.

2.r>0
u wird gegeniiber dem obigen Fall um r verldngert. Wegen r > 0 iiberschreitet der erste
Pixelmittelpunkt des rechts anschlieBenden Dashs sicher die néchste Pixelgrenze; es wird
also ein Pixel mehr als im ersten Fall weif gelassen. Das ergibt [u] — 1 schwarze Pixel.
Ein Beispiel wird in der Abb. 4.4 rechts gezeigt.

Es werden also in allen Féllen maximal [u] — 1 Pixel weif gelassen.
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Abbildung 4.4: Es werden maximal [u] — 1 Pixel weif§ gelassen

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich das Intervall G(c, g):

Definition 4.6 Das Intervall G(c,g) moglicher Lingen eines Gaps der Linge ¢ unter einer
Transformation w mit Kontraktionsfaktor ¢ € [0,1) ist folgendermafien definiert:

Gle,g9) = [lelg + D] =1, Telg + D] = 1].

4.2.3 Das Intervall fiir die Ratios

Definition 4.7 Das Intervall R(d,g,c) beschreibt das mogliche Verhéltnis der Lénge eines
Dashs d zur Linge eines Gaps g unter einer diskreten Transformation w mit Kontraktionsfaktor
c. R(d,g,c) wird Ratio—Intervall genannt.

Aus den oben bestimmten Intervallen kann nun das Intervall fiir die Ratios ermittelt werden:
Seine untere Grenze wird durch das Verhéltnis der minimalen Linge des Dashs zur maximalen
Liange des Gaps und seine obere Grenze durch das Verhéltnis der maximalen Lénge des Dashs
zur minimalen Linge des Gaps bestimmt. Man erhé&lt

le(d—1)] +1 [e(d—1)] +1
[e(g +1)] = 1" max{[e(g +1)] — 1,1}

Im Abschnitt 4.3 werden wir sehen, daf [¢(g+1)] —1 > 1 immer gilt. Damit [c(¢g+1)] —1>1
gilt, wird die Maximumsfunktion verwendet.

Man kann fiir die untere Grenze des Intervalls eine Abschrankung ableiten, die unabhingig von
c ist:

le(d—1)]+1 > ¢c(d—-1)

[c(¢g+1)] -1 < c(g+1)

le(d—1)] +1 cld-1) d-1
(41) [c(g+1)] —1 > clg+1) g+1

Wir erhalten als Intervall fiir die Ratios:

(d—l fe(d — 1)] + 1
g+ 1 max{lc(g +1)] — 1,1}
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4.3 Beschriankung des Kontraktionsfaktors

Damit die Ratio—Intervalle errechnet werden kénnen, braucht man aufler den Werten d und ¢
einen Kontraktionsfaktor c.

Es wurde bereits erwahnt, daf} fiilr Kontraktionsfaktoren, die klein genug sind, Gaps geschlossen
werden konnen. In Abhéngigkeit von der Linge der Gaps, die beim Matching geschlossen
werden und von derjenigen der Gaps, die offen bleiben, ergibt sich eine Beschriankung fiir c.

Zur genaueren Definition dieser Beschrinkung werden zwei Werte definiert: open ist das Mini-
mum der Lingen aller offen gebliebenen Gaps, und closed ist das Maximum der Langen aller
geschlossenen Gaps. open und closed sind aus N. Diese Werte sind signifikant, denn ein w', das
einen Gap der Linge open offen 148t, 148t auch alle lingeren Gaps offen; ein w’, das einen Gap
der Linge closed schliefit, schliefit auch alle kiirzeren Gaps.

Wir haben im Abschnitt 4.2.2 das Intervall G(c,g) ermittelt. Aus diesem lassen sich unter
Verwendung von open und closed Beschriankungen fiir ¢ ableiten:

1. Wir haben angenommen, dafl ein Gap der Linge open offen bleiben kann. Dazu muf} die
obere Grenze von G(c,open) > 1 sein:

[clopen +1)] —1 > 1
[clopen +1)] > 2
clopen+1) > 1
1
4.2 ——
(42) ¢z open +1

2. Wir haben angenommen, dafy ein Gap der Linge closed geschlossen werden kann. Dazu
muf} die untere Grenze von G(c, closed) < 0 sein:

le(closed+1)] =1 < 0
lc(closed +1)] < 1
c(closed +1) < 2
2
4.3 _—
(43) ¢ = closed + 1
Es muf} natiirlich
1 2

<
open+1  closed + 1

gelten, damit eine Transformation iiberhaupt moglich ist. Es ergibt sich wegen open, closed € N

closed +1 < 2open + 2
closed < 2open +1
(4.4) closed <

2o0pen.
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Es gilt also, dafl es genau dann méglich ist, dafl eine Transformation w Teil des gesuchten IFS
ist, wenn fiir den Kontraktionsfaktor ¢ € [0,1) dieses w

1 2
open + 1 ¢ closed + 1

gilt.

Wie oben erwéhnt, brauchen wir ¢ zur Berechnung des Ratio—Intervalls. Da wir fiir ¢ jedoch

keine nihere Beschrinkung als die obige angeben kénnen, vereinbaren wir c,,;, := —=

open+1 und

Comaz = und setzen entsprechend ein:

2
closed+1

Definition 4.8 Das Ratio—Intervall R(d,g,open, closed) ist folgendermafien definiert:

d—1 [Cmax(d = 1)] +1
g+ 1" max{|cnin(g +1)] — 1,1}

R(da g,open, closed) = <

Das Ratio—Intervall ist jetzt grofler als urspriinglich; diejenigen Loésungen, die dadurch hinzu-
kommen konnen, werden im zweiten Teil von MatchRatio (Kapitel 5) sicher eliminiert.

4.4 Der Vorgang des Matching

Hier wird das Matching, ein wichtiger Teil von MatchRatio, beschrieben. Dazu wird die Pi-
xelzeile P als Folge von Dashes d; und Gaps g; dargestellt:
P = (d07907 di, g1y s Gm—1, dm)

Es werden die Ratios r; des Musters P definiert:

do — d1 Y .
go’Tl = gU,Tz e ,Tz(mfl) =

TO = 911:—11 :

Definition 4.9 Matching bedeutet das Auffinden eines Intervalls fiir ¢, sodafl ein w' mit ei-
nem Kontraktionsfaktor innerhalb dieses Intervalls das Muster P auf einen Teil G seiner selbst
abbilden kann. G besteht dabei aus mindestens zwei Dashes.

Definition 4.10 Ein Match besteht aus dem Bereich G, auf den P abgebildet wird, aus der
Anzahl der Dashes von G und aus einem Intervall fiir ¢, das durch open und closed bestimmt
wird.

Hier wird der Fall eines w ohne Spiegelung erkliart. Der erste oder am weitesten links gelegene
Dash von G ist durch die erste verwendete Ratio bekannt; es mufl nicht der erste Dash von P
sein. Der Anfangswert fiir open ist oo, derjenige von closed ist 0. Der Dash, der zum ersten
Ratio—Intervall beitrdgt, ist immer der erste Dash von P, denn es muf} ja das ganze Muster P
auf G abgebildet werden.

Das Matching wird von links nach rechts durchgefiithrt. Dabei werden sdmtliche Kombinationen
von offenen und geschlossenen Gaps in P betrachtet. Es wird fiir jeden Gap zuerst der Fall des
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offenen Gap betrachtet und die Gaps von rechts nach links geschlossen. Fiir jede Kombination
werden die Ratio—Intervalle ermittelt und gepriift, ob die entsprechenden Ratios in den Ratio—
Intervallen liegen. Je nachdem, ob Gaps beim Matching offen gelassen oder geschlossen werden,
ergeben sich neue Werte fiir open und closed. Der Wert von open kann dabei nur kleiner und
der von closed nur gréfler werden, sodafl sich ein immer engeres Intervall fiir ¢ ergibt. Durch
das Schlielen von Gaps verringert sich die Anzahl von Ratio—Intervallen, sodafl deren Anzahl
kleiner wird als die der Ratios. Daher kann es sein, dafl zwar alle Ratio—Intervalle betrachtet
werden (das mufl immer der Fall sein), aber nicht alle Ratios. G endet beim Dash der letzten
betrachteten Ratio und nicht unbedingt am Ende von P.

Es wird nun ein signifikanter Teil des Matching beschrieben:

Sei r; die erste betrachtete Ratio, d; der erste betrachtete Dash. Es wird versucht, ¢; offen zu
lassen. Dementsprechend wird open besetzt:

(4.5) open := min(open, g;)
Hier steht g, fiir die Linge von g;. Ist jetzt closed < 2open, d.h. ist ein ¢ noch moglich, wird
das erste Ratio—Intervall gepriift:

Wenn die Aussage
r; € R(d;, gi,open, closed)

zutrifft, dann bedeutet das, daf es ein w mit ¢ € [Cnin, Cmaz| geben kann, das bis zum aktuellen
Ratio—Intervall das Muster G aus P erzeugt. Natiirlich mufi mit dem Matching fortgefahren
werden, bis alle Ratio—Intervalle betrachtet wurden.

Es wird nun versucht, g;,; offen zu lassen. Dementsprechend wird open besetzt: open :=
min(open, g;11). Ist jetzt closed < 2open, d.h. ist ein ¢ noch moglich, werden die Ratio—Intervalle
gepriift:

Wenn die Aussagen

ri+1 € R(dit1, gi, open, closed)

7iv2 € R(dit1, giv1,0pen, closed)

zutreffen, dann wird in der beschriebenen Weise fortgefahren.

Wenn nicht, wird ¢;;; geschlossen. Die Dashs d;;; und d;;» werden dabei mit dem Gap ¢,
zusammengefiigt, was einen grofien Dash d,; ;1o mit der Linge von d,;1 + gi41 + dij2 ergibt.
Dementsprechend wird closed besetzt: closed := max(closed, g;1,). Da nun g¢;,; nicht mehr
in open einflieflen darf, weil dieser Gap geschlossen ist, und weil nun g;;» offen bleiben soll,
wird open entsprechend besetzt: open := min(open, g;12). Dabei ist der Wert open in der
Klammer der Wert open links in der Gleichung 4.5! Ist closed < 2open, werden wiederum die
Ratio-Intervalle gepriift:

7i+1 € R(dit1,i12, 9i, open, closed)
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Tiy2 € R(diy1,it2, gira, open, closed)

Sind die Ratios in den Ratio-Intervallen enthalten, wird fortgefahren. Wenn nicht, wird g,
geschlossen. Mittels Backtracking wird diese Vorgangsweise fortgesetzt, bis das letzte Ratio-
Intervall erreicht ist oder wegen open und closed kein ¢ mehr moglich ist. Wird das letzte
Ratio—Intervall erfolgreich gematcht, wurde ein Match gefunden.

Ein Beispiel fiir einen Match ist in Abb. 4.5 zu sehen: Aus den Werten dy, go,d1, 41, ... , g3, ds
(sowie open und closed) werden die Ratio-Intervalle von P berechnet. Die Ratios 75 und rg
werden mit den Ratio—Intervallen verglichen. Sie sind in der Abbildung eingezeichnet.

Im Laufe des Matching werden die Gaps ¢y, g2 und gs geschlossen. Der fertiggestellte Match
iitberdeckt den Bereich G in der Abbildung.

do 9o dy g1 dy g2 ds gs dy
p T (TN TTTTTTT T TP T TP T 11 [ P

O

T's Te

Abbildung 4.5: Ein Match der Pixelzeile P auf einen Teil G ihrer selbst

Da beim Matching immer zuerst versucht wird, die Gaps offen zu lassen, wird der Match—
Algorithmus als erste Losung die identische Abbildung mit P = G finden. Diese wird verworfen,
weil sie einer Transformation entspricht, die den Kontraktionsfaktor 1 hat und deswegen nicht
kontraktiv ist. Eine solche Transformation kann nicht Teil eines IF'S sein.

Ziel des Match—Algorithmus ist es, den Match mit den meisten Dashes in G zu finden, da
P insgesamt mit moglichst wenigen Transformationen dargestellt werden soll. Daher miissen
mittels Backtracking sdmtliche Kombinationen von offenen und geschlossenen Gaps getestet
werden, wobei die Gaps von rechts nach links geschlossen werden.

Von den resultierenden Matches wird fiir den Match mit den meisten Dashes in G gepriift,
ob eine Transformation existiert, die G erzeugt (Kapitel 5). Fiir diese Priifung wird nur G
gebraucht sowie die Information, ob der Match eine Spiegelung enthélt oder nicht; das Intervall
fiir ¢ war nur zur Beurteilung nétig, ob der betreffende Match mdoglich ist. Ist die Priifung
erfolgreich, wurde eine Transformation gefunden, die Teil des gesuchten IFS ist. Ist das nicht
der Fall, wird der Match mit der zweitgrofiten Anzahl an Dashes in G gepriift etc.
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4.5 Globale Strategie von MatchRatio

Nach diesen Vorarbeiten ist es moglich, die globale Vorgehensweise von MatchRatio zu beschrei-
ben.

Jedes Resultat G einer durch Matching gefundenen Transformation entspricht einer Teiliiber-
deckung von P. Ziel von MatchRatio ist es, eine Sequenz von moglichst wenigen Teiliiberdeckun-
gen fiir das Muster P zu finden, sodaf} die Dashes von P vollstdndig iiberdeckt sind. Dazu wird
zuerst eine Sequenz von Teiliiberdeckungen ohne Spiegelung und eine Sequenz von Teiliiber-
deckungen mit Spiegelung generiert, aus denen sich die endgiiltige Sequenz zusammensetzt.
Diese darf aus iiberlappenden Teiliiberdeckungen bestehen.

Zur Vereinfachung des Algorithmus werden folgende Eigenschaften fiir die Teiliiberdeckungen
festgelegt:

e Eine Teiliiberdeckung kann einen oder mehrere Dashes iiberdecken. Falls nicht anders
moglich, kénnen auch mehrere Teiliiberdeckungen einen Dash iiberdecken.

e Im Zwischenergebnis von MatchRatio, also innerhalb der Sequenz von Teiliiberdeckungen
mit Spiegelung und innerhalb der Sequenz von Teiliiberdeckungen ohne Spiegelung, diirfen
sich keine zwei Teiliiberdeckungen iiberlappen.

MatchRatio beginnt mit dem ungespiegelten Fall. Beginnend bei der Ratio ganz links wird die
lingste Teilitberdeckung ermittelt, wie das im Abschnitt 4.4 beschrieben wurde. Existiert eine
solche, wird die erste Ratio nach der ersten Teiliiberdeckung als erste Ratio fiir den néchsten
Match verwendet etc. Wird dagegen kein Match gefunden, mufl der Dash, der zur ersten Ratio
beitrigt, separat durch mindestens eine Transformation dargestellt werden. Dazu werden Trans-
formationen verwendet, deren Kontraktionsfaktor so klein ist, dafy simtliche Gaps geschlossen
werden. Im schlimmsten Fall muf} fiir jedes Pixel des Dashs eine Transformation verwendet
werden.

In dieser Weise wird fortgefahren, bis eine Sequenz nicht iiberlappender Teiliiberdeckungen
gefunden ist, die das gesamte Muster P iiberdeckt. Jede Teiliiberdeckung entspricht dabei einer
Transformation ohne Spiegelung.

Es folgt die Behandlung des gespiegelten Falls. Der Vorgang ist derselbe wie oben, es wird jedoch
die Ratio ganz rechts als erste verwendet und von rechts nach links fortgeschritten. Das erste
Ratio—Intervall ist wiederum dasjenige ganz links; auf diese Weise wird die Spiegelung realisiert.
Ergebnis ist eine Sequenz nicht {iberlappender Teiliiberdeckungen, die das gesamte Muster P
iiberdeckt. Jede Teiliiberdeckung entspricht dabei einer Transformation mit Spiegelung.

Es existieren nun zwei Uberdeckungen von P; eine Sequenz von Teiliiberdeckungen ohne Spie-
gelung und eine Sequenz von Teiliiberdeckungen mit Spiegelung. Von diesen beiden Sequenzen
wird eine Kombination ermittelt, sodal P mit moglichst wenigen Teiliiberdeckungen, also Trans-
formationen, iiberdeckt wird.

Dazu wird ein gerichteter Graph von Teililberdeckungen aufgebaut: Die Knoten des Graphen
sind die Dashes von P sowie ein zusétzlicher Knoten, der Endknoten. Nun werden die Knoten
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von links nach rechts mit Kanten versorgt: Von jedem Dash jeder Teiliiberdeckung wird eine
Kante zum ersten Dash der néchsten Teiliiberdeckung gezogen. Bei der letzten Teiliiberdeckung
werden die Kanten zum Endknoten gezogen. Die Kanten sind alle mit 1 bewertet, es sei denn,
ein Dash ist mit n > 1 Transformationen {iberdeckt. Dann wird eine Kante mit der Wertigkeit
n zum ersten Dash der ndchsten Teiliiberdeckung bzw. zum Endknoten gezogen.

Nun wird der , kiirzeste® Weg von links nach rechts im Graph gesucht, sodafi die Summe der
Wertigkeiten der verwendeten Kanten minimal ist. Das entspricht einer Uberdeckung von P
mit moglichst wenigen Teiliiberdeckungen. Resultat von MatchRatio ist also eine Sequenz
von moglicherweise iiberlappenden Teiliiberdeckungen, die die Dashes von P iiberdecken. Die
Teiliiberdeckungen stehen fiir Transformationen mit oder ohne Spiegelung. Das gesuchte IFS,
fiir das P ein diskreter Attraktor ist, setzt sich aus diesen Transformationen zusammen.

Ein kurzes Beispiel ist in der Abb. 4.6 gezeigt. Unter der Pixelzeile P ist die Uberdeckung im
ungespiegelten Fall zu sehen, darunter die Uberdeckung im gespiegelten Fall.

do dl d2 d3 d4
PO T T T T T T T T T T PR TP T 111 P
T > e > froseeen >
R T S =

Abbildung 4.6: Die resultierende Uberdeckung einer Pixelzeile P durch MatchRatio

e

o O 4,0 LO 4O d, O O Endknoten
A AN 4

Abbildung 4.7: Der Graph zu den Uberdeckungen mit und ohne Spiegelung
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In der Abbildung 4.7 ist der Graph zu diesen Uberdeckungen gezeigt. Die Kanten sind alle
mit 1 bewertet. Der kiirzeste Weg durch den Graphen ist fett gezeichnet. Er entspricht einer
Uberdeckung der Dashes in P mit méglichst wenigen Teiliiberdeckungen. Jede Teiliiberdeckung
entspricht dabei einer Transformation. Diese Uberdeckung, also das Resultat von MatchRatio,
wird in der letzten Zeile der Abb. 4.6 gezeigt.
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4.6 Zusammenfassung des Algorithmus MatchRatio

MatchRatio (Pixelzeile P)
e Behandlung des ungespiegelten Falles

— Der Anfangsdash ist der erste Dash von links
— repeat

* repeat
Es wird ein Match gesucht, also eine mogliche Transformation, die
P auf einen Teil von P beginnend beim Anfangsdash abbildet.
until alle Kombinationen von offenen und geschlossenen Gaps sind
betrachtet.

* Es wird der Match ermittelt, der die meisten Dashes erzeugt und
fiir den eine Transformation existiert (Kapitel 5). Dieser entspricht
einer Teiliiberdeckung.

* Wurde kein Match gefunden, dann wird der Anfangsdash mit min-
destens einer Transformation iiberdeckt. Diese Transformationen
entsprechen Teiliiberdeckungen.

* Der Anfangsdash ist der erste Dash rechts vom letzten tiberdeckten
Dash.

until der letzte Dash, also der Dash ganz rechts, ist iiberdeckt.
e Behandlung des gespiegelten Falles

— Der Anfangsdash ist der erste Dash von rechts
— repeat

* repeat
Es wird ein Match gesucht, also eine mogliche Transformation, die
P auf einen Teil von P beginnend beim Anfangsdash abbildet.
until alle Kombinationen von offenen und geschlossenen Gaps sind
betrachtet.

* Es wird der Match ermittelt, der die meisten Dashes erzeugt und
fiir den eine Transformation existiert (Kapitel 5). Dieser entspricht
einer Teiliiberdeckung.

*x Wurde kein Match gefunden, dann wird der Anfangsdash mit min-
destens einer Transformation iiberdeckt. Diese Transformationen
entsprechen Teiliiberdeckungen.

x Der Anfangsdash ist der erste Dash links vom letzten iiberdeckten
Dash.

until der letzte Dash, also der Dash ganz links, ist iiberdeckt.

o Es existieren zwei Uberdeckungen von P; eine Sequenz von Teiliiberdeckungen
ohne Spiegelung und eine Sequenz von Teiliiberdeckungen mit Spiegelung.
Ein gerichteter Graph von Teiliiberdeckungen mit bewerteten Kanten wird
aufgebaut (Abschnitt 4.5).

e Ein Weg von links nach rechts wird im Graph gesucht, sodafl die Summe
der Wertigkeiten der verwendeten Kanten minimal ist. Das entspricht einer
Uberdeckung von P mit moglichst wenigen Teiliiberdeckungen. Jede Teiliiber-
deckung entspricht einer Transformation des gesuchten IFS.
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4.7 Ein Beispiel

Hier wird gezeigt, wie der Algorithmus MatchRatio ein IFS fiir die Pixelzeile P in der Abbil-
dung 4.8 findet, sodafl P ein diskreter Attraktor des IFS ist. Es werden die Lingen der Dashes

dO 9o dl g1 dg

4 B B

Abbildung 4.8: Fiir diese Pixelzeile P soll ein IFS gefunden werden

und Gaps bestimmt:

d0:4 g():l d1:3 g1:6 d224
Daraus werden die Ratios errechnet:
"o = g =g 3 2= 4 2 3= g 3

Zuerst werden Transformationen ohne Spiegelung gesucht. Der Startwert von open ist oo,
der Startwert von closed ist 0. Der erste Match, der gefunden wird, entspricht der identischen
Abbildung. Bei diesem Match wurden sdmtliche Gaps offen gelassen. Er wird aus dem im
Abschnitt 4.4 angefithrten Grund verworfen.

Im Zuge des Backtracking wird nun der erste Gap von rechts, g;, geschlossen und ¢, offengelassen
und ein neuer Match versucht. Daraus ergibt sich eine neue Folge von Dashes und Gaps:

dO =4 Jo = 1 d1 =13
open und closed erhalten ebenfalls neue Werte:
open = min{Startwert,go} = 1 closed = max{Startwert,g, }= 6

Nun muf} gepriift werden,ob closed < 2open gilt, also ob eine solche Transformation iiberhaupt
moglich ist.

6 < 2 ist falsch!

Ein Match mit dieser Kombination aus offenen und geschlossenen Gaps kann nicht existieren,
daher wird mit der nichsten Kombination fortgefahren: es wird ¢, geschlossen und g; offen-
gelassen und ein neuer Match versucht. Daraus ergibt sich eine neue Folge von Dashes und
Gaps:

dg =8 Jo = 6 dl =4
open und closed erhalten ebenfalls neue Werte:

open = 6 closed =1

Es muf} wiederum gepriift werden, ob eine solche Transformation iiberhaupt moglich ist.

1 <12 ist wahr.
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Zur Berechnung des Ratio—Intervalles Ry werden aus open und closed die Werte ¢,,;, und ¢4
errechnet:

Cmin =

1 1 2 =1

open+1 ~— 7T Cmaz = closed+1 ~

Nun kann Ry bestimmt werden:

do — 1 dy — 1 1
Ro(do, go, open, closed) = < 0 [Cmaz (do )]+ } _

go + 1" max{|cmin(go +1)] — 1,1}

(7] +1

7 (
Ro(8,6,6,1) = (?’ max{[+(7)] — 1,1}

|-y
Es wird gepriift, ob ry in Ry enthalten ist:
To =4 ERO = (1,8]

ro ist in R, enthalten, daher wird das nidchste Ratio—Intervall R; betrachtet. Die Werte
von open und closed bleiben gleich, denn es gibt keinen folgenden Gap mehr, der offen gelassen
wird, und es wird auch kein weiterer Gap geschlossen. Daher bleiben auch die Werte von ¢,,;,
und ., gleich. Nun kann R; aus d; und gy sowie open und closed bestimmt werden:

3 [1(3)] +1 } _ <3 }

Ro(4,6,6,1) = <§v max{[1(7)] — 1,1}

77

Es wird gepriift, ob r; in Ry enthalten ist:

3
T1:3€R1: <?,4:|

r; ist in R; enthalten. R, ist das letzte Ratio—Intervall in P, d.h. es wurde ein Match
gefunden. Das bedeutet, dafl es eine Transformation ohne Spiegelung geben kann, die P auf
die Dashes dy und d; abbildet. Es mufl noch gepriift werden, ob eine solche Transformation fiir
diesen Match existiert (IKapitel 5). Die Transformation

wi () = 0.390756z + 0.247899

wird gefunden, und somit wurde eine Teiliiberdeckung ohne Spiegelung fiir P ermittelt,
die dy und d, iiberdeckt.

Es wird nun versucht, einen weiteren Match fiir den letzten Dash d, zu finden. Da die Ratios
ro und r; bereits betrachtet wurden, riicken r, und r3 an ihre Stelle:

— 1 — 2
To=73 "t =3

open und closed werden auf ihre Startwerte zuriickgesetzt; also open = oo und closed = 0. Da
aber der Bereich G, auf den ein Match P abbildet, aus mindestens zwei Dashes bestehen muf,
wird sicher kein Match gefunden. Daher wird versucht, d; mit mdéglichst wenigen Transforma-
tionen zu iiberdecken. Es geniigt hier eine Transformation:

wy(x) = 0.1714292 + 14.814286
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Es wurde also eine Teiliiberdeckung ohne Spiegelung fiir P gefunden, die d, iiberdeckt.

Damit ist eine komplette Sequenz von Teiliiberdeckungen ohne Spiegelung fiir P
gefunden.

Nun werden Transformationen mit Spiegelung gesucht. Die Lingen der Dashes und Gaps
sind natiirlich die gleichen:

d0:4 90:1 d1:3 91:6 d2:4
Die Ratios werden in umgekehrter Reihenfolge betrachtet; so ergibt sich die Spiegelung;:

’]’Ozﬂ:2 ’]"lzd—:l ’,’QZQZ

__do __ 4
g1 3 g1 2 go T3

g0

open und closed werden auf ihre Startwerte zuriickgesetzt; also open = oo und closed = 0. Wie
oben wird beim ersten Match versucht, alle Gaps offen zu lassen. open erhélt also einen neuen
Wert:

open =1
Es muf} open < 2closed gelten, was zutrifft. Daher werden c¢,,;, und ¢,,,, errechnet:
Cmin = 2 Cmaz = 1

Nun kann Ry bestimmt werden:

Ro(4,1,1,0) = <% maxﬁé?zy)r—ll,u} - @7}

Es wird gepriift, ob ry in Ry enthalten ist:
2 3
—Z2gdR,=(2.7
To 3 g 0 <27 :|
ro ist nicht in R, enthalten. Da gleich der erste Vergleich der Ratios und Ratio—Intervalle
gescheitert ist, weil man, dafl ein Match mit offenem ¢, sicher nicht méglich ist. Es wird also

go geschlossen und g¢; offengelassen und ein neuer Match versucht. Daraus ergibt sich eine
neue Folge von Dashes und Gaps:

dg =8 Jo = 6 dl =4
open und closed erhalten ebenfalls neue Werte:
open = 6 closed =1

Es muf} open < 2closed gelten, was zutrifft. Daher werden ¢,,;, und ¢,,,, errechnet:

Cmin — % Cmaz = 1
Nun kann Ry bestimmt werden:
7 [1(7)] +1
Ro(8,6,6,1) = [ = =(1,8
0( 9 Uy Yy ) (7’max{[%(7)J _1,1} ( 9 ]

Es wird gepriift, ob ry in Ry enthalten ist:



KAPITEL 4. DER ALGORITHMUS MATCHRATIO 40

ro ist nicht in R, enthalten; es gibt also keine Moglichkeit, fiir do und mindestens einen Dash
links davon einen Match zu finden. Daher wird versucht, d» mit moglichst wenigen Transfor-
mationen zu iiberdecken. Es geniigt hier eine Transformation:

ws(z) = 0.171429z + 14.814286

(Wenn eine Transformation nur einen Dash erzeugt, bleibt eine Spiegelung ohne Wirkung. Der
Einfachheit halber wird dann in MatchRatio eine Transformation ohne Spiegelung erzeugt.) Es
wurde also eine Teiliiberdeckung fiir P gefunden, die d, iiberdeckt.

Nun wird ein weiterer Match fiir d; und mindestens einen Dash links davon gesucht. Es
wird fiir d; und d, ein Match gefunden, allerdings keine Transformation. d; wird in der
Folge mit einer Transformation dargestellt:

wy(z) = 0.117647x + 5.52941

Das entspricht einer Teiliiberdeckung fiir P, die d; iiberdeckt. Fiir dy wird kein Match
gefunden; dieser Dash wird ebenfalls mit einer Transformation dargestellt:

ws(x) = 0.171429z + 0.814286

Das entspricht einer Teiliiberdeckung fiir P, die d, iiberdeckt.

Damit ist eine komplette Sequenz von Teiliiberdeckungen fiir P gefunden. Wie in
Abschnitt 4.5 beschrieben, wird aus den beiden gefundenen Sequenzen von Teiliiberdeckungen
ein Graph aufgebaut und der kiirzeste Weg durch den Graphen gesucht. Der gefundene Weg
entspricht der Sequenz der Teiliiberdeckungen ohne Spiegelung.

Das von MatchRatio gefundene IFS besteht also aus zwei Transformationen und ist das
folgende:

IFS = {wy(x) = 0.3907562 4 0.247899, w, (r) = 0.171429x + 14.814286}

4.8 Eigenschaften von MatchRatio

Das Verhalten des Algorithmus MatchRatio wird in diesem Abschnitt genauer betrachtet. In
der folgenden Aufzéhlung werden verschiedene Fragen aufgeworfen und mittels Experimenten
geklart. Dazu wurde der folgende Test gemacht: MatchRatio wurde auf einem sequentiellen
Rechner implementiert und 4700 mal auf ebensoviele verschiedene Pixelzeilen angewendet. Die
Pixelzeilen waren je 1000 Pixel lang und wurden durch zufillige IFS generiert, um fraktale
Muster zu erhalten. Die Anwendung von MatchRatio ist aufgrund der Struktur des Algorithmus
hauptséichlich bei fraktalen Mustern sinnvoll; deshalb wurde dieser Test gewihlt. MatchRatio
benotigte durchschnittlich 5.99 Sekunden, um fiir eine Pixelzeile ein IFS zu finden.

e Beim Matching im Abschnitt 4.4 werden alle moglichen, als erste jedoch diejenigen Mat-
ches mit moglichst wenigen geschlossenen Gaps ermittelt. Daher sollte man anneh-
men, dafl diejenige Teiliiberdeckung, die die meisten Dashes iiberdeckt, immer
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als erste (nach der identischen Transformation) gefunden wird. Wenn dem so
wére, miiffite man nicht alle méglichen Matches bestimmen, denn es wird ja gerade die-
jenige Teiliiberdeckung weiterverwendet, die die meisten Dashes iiberdeckt. Das oben
beschriebene Experiment hat jedoch gezeigt, dafl in 75% aller Fille diejenige
Teiliiberdeckung mit den meisten Dashes als erste gefunden wurde und in
25% der Fille als zweite. Es ist also unumgénglich, alle méglichen Matches zu
bestimmen.

Der Fall, daf§ diejenige Teiliiberdeckung, die die meisten Dashes iiberdeckt, nicht als erste
gefunden wird, ist in der Abb. 4.9 skizziert. Die Pixelzeile P ist als Folge von Dashes (die
fetten Linien in der Abbildung) und Gaps dargestellt. Wir betrachten den ungespiegelten
Fall. Oberhalb und unterhalb von P ist jeweils ein Match dargestellt: Die Bégen symbo-
lisieren Dashes, die Gaps von P innerhalb eines Bogens sind also im Match geschlossen
worden. Wir nehmen an, daf} fiir alle dargestellten Matches von P Transformationen exi-
stieren. Der obere Match wird aufgrund der Struktur des Backtracking zuerst gefunden,
wobei die Gaps ¢, und g3 geschlossen werden; er ergibt drei Dashes. Der untere Match
wird spéter durch das Schlielen des Gaps gy gefunden, ergibt aber vier Dashes.

AN N T T

P o | | |

~— N N

Abbildung 4.9: Zwei mégliche Uberdeckungen von P

e Sei P eine Pixelzeile, die durch ein IFS mit n Transformationen erzeugt wurde. Die
Ergebnisse der einzelnen Transformationen iiberlappen sich nicht. Es stellt sich die
Frage, wie viele Transformationen im Vergleich dazu das von MatchRatio fiir
P gefundene IFS hat. Die Ergebnisse des oben beschriebenen Experiments sind in
der Tabelle 4.1 dargestellt. In der oberen Zeile ist die Differenz der Anzahl der Trans-
formationen des IFS, das P erzeugt hat, und der Anzahl der Transformationen des IFS,
das MatchRatio fiir P gefunden hat, eingetragen. In der zweiten Zeile steht, wie oft der
obenstehende Fall im Experiment aufgetreten ist.

Es zeigt sich, da3 MatchRatio meistens ein IFS fiir P findet, das gleich viele
Transformationen hat wie das IFS, mit dem P erzeugt wurde. Am zweithdufig-
sten fand MatchRatio ein IFS mit einer Transformation weniger als das Ausgangs—IFS.
MatchRatio fand IFS mit bis zu vier Transformationen weniger als die betreffenden
Ausgangs—IFS, allerdings auch IFS mit bis zu acht Transformationen mehr. Letzteres
trat allerdings im Experiment nur einmal auf.

In der Abb. 4.10 wird gezeigt, wie es zustande kommt, dafl MatchRatio ein IFS mit mehr
Transformationen als das Ausgangs—IFS findet: P wird durch die zugehorige Folge von
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Abbildung 4.10: Ein suboptimales Ergebnis von MatchRatio

Dashes und Gaps dargestellt. Das gezeigte P wurde durch ein TFS mit 2 Transforma-
tionen mit Spiegelung erzeugt; diese sind unter P dargestellt. Darunter ist das IFS zu
sehen, das von MatchRatio gefunden wurde: MatchRatio fand bei der Suche nach Trans-
formationen ohne Spiegelung eine schlechte Uberdeckung, bei der Suche nach Transfor-
mationen mit Spiegelung dagegen eine Teiliiberdeckung, die mehr Dashes iiberdeckt als
die erzeugende Transformation (die Teiliiberdeckung ganz rechts in der Abbildung). Diese
Teiliiberdeckung wurde beibehalten, weil sie die meisten Dashes iiberdeckt. Das hatte zur
Folge, daf} fiir die restlichen beiden Dashes keine gute Teiliiberdeckung gefunden wurde:
jeder Dash mufite durch eine separate Teiliiberdeckung dargestellt werden. Das ergab eine
Uberdeckung mit 3 Transformationen mit Spiegelung, die MatchRatio als beste Uber-
deckung fand. Das resultierende IFS hat also eine Transformation mehr als das IFS, das
die Pixelzeile P erzeugt hat.

Eine Moglichkeit, solche Fille zu verhindern, wére, in MatchRatio beginnend mit jedem
Dash von P eine moglichst lange Teiliiberdeckung zu suchen und dann die Uberdeckung
mit moglichst wenigen Teiliiberdeckungen zu ermitteln. Das bedeutet natiirlich einen
héheren Aufwand. Die Ergebnisse in der Tabelle 4.1 haben gezeigt, dafl solche Fille nicht
oft auftreten; eine Erweiterung von MatchRatio scheint also nicht sinnvoll.

e Wir haben wiederholt festgestellt, dal MatchRatio fiir eine binére Pixelzeile P ein TFS
findet, fiir das P ein diskreter Attraktor ist. Im Kapitel 3 wurde jedoch erwahnt, dafl der
diskrete Attraktor eines IF'S nicht eindeutig ist. Gibt man einen diskreten Attraktor
des von MatchRatio fiir P gefundenen IFS aus, so kann es theoretisch sein,
dafl ein anderer diskreter Attraktor des IFS dargestellt wird als die Pixelzeile
P.

Im obigen Experiment wurde ein diskreter Attraktor von jedem gefundenen IFS ausgeben.
In 99.7% der Fille war der diskrete Attraktor mit P ident. In den anderen Fillen
war das Ergebnis P sehr dhnlich, denn die Differenz zwischen den verschiedenen diskreten
Attraktoren eines IFS ist beschriankt:

# Tr.d.erzFS-# TrdgefIFS | 4 | 3| -2 | -1 | 0 | 1 | 2|3 |4]5]6]
2 2

7
# Fille [ 2 |27 | 148 | 845 [ 3449 [ 165 [ 40 [ 17 [2 | 1] 2] 1

E
1

Tabelle 4.1: Statistik der Anzahl der Transformationen von IFS
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Im Kapitel 3 wurde festgehalten, daf§ die Differenz d;, (A, A;) zwischen dem abgetasteten
Attraktor A und jedem diskreten Attraktor A, eines IFS beschriankt ist. Zwei diskrete
Attraktoren eines IFS kénnen demnach nicht mehr als 2d;(A,.4;) voneinander entfernt
sein. Wir erhalten als Differenz zweier diskreter Attraktoren Ay, Ago eines IFS mit Kon-
traktionsfaktor ¢

1

(4.6) dp(Aar, As) < -

Wie beschrieben, wird jede Kombination von offenen und geschlossenen Gaps in P auf ei-
nen Match gepriift. Das wiirde bei m Gaps in P einen Aufwand von 2™ gepriiften
Kombinationen ergeben. In der Praxis wurden jedoch viel weniger Kombina-
tionen von offenen und geschlossenen Gaps betrachtet. Beim obigen Experiment
wurde fiir P mit verschieden vielen Gaps gezihlt, wie oft eine Kombination von offenen und
geschlossenen Gaps betrachtet wurde. Im Diagramm der Abbildung 4.11 ist die Anzahl
der Gaps in P in z—Richtung aufgetragen, die Anzahl der betrachteten Kombinationen in
y—Richtung. Der Aufwand ist deshalb um einiges geringer als 2™ bei m Gaps, weil durch

IR
A

—
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Abbildung 4.11: Anzahl der betrachteten Kombinationen fiir P mit verschieden vielen Gaps

ein Scheitern im Matching viele Kombinationen gar nicht erst betrachtet werden.



Kapitel 5

MatchRatio — Ermittlung von
Transformationen

In diesem Kapitel werden einige neue Begriffe eingefiihrt, die bei ihrem ersten Auftreten kursiv
geschrieben sind. Thre Bedeutung kann im Abschnitt 5.5 nachgeschlagen werden.

5.1 Eine zur gesuchten Transformation Aquivalente Lo6sungs-
gerade

Nachdem durch den Algorithmus MatchRatio eine mégliche Transformation fiir einen Teil des
diskreten Attraktors gefunden wurde, mufi nun eine Transformation w’ gefunden werden, die
den diskreten Attraktor auf diesen Teil abbildet. Der betreffende Teil des diskreten Attraktors
ist durch MatchRatio bestimmt und heiflit Zielpixelmuster G, der diskrete Attraktor selbst ist
die Pixelzeile P.

5.1.1 Vorbereitungen

Ein Pixelmuster G wurde ermittelt, das Teil der Pixelzeile P ist. G ist dabei kiirzer als P, und
das erste und das letzte Pixel von G sind schwarz. Die Pixel von P werden mit Indizes versehen,
wodurch sich gleichzeitig Indizes fiir die Pixel in G ergeben. Der Index eines Pixels ist auflerdem
die Koordinate des am weitesten links gelegenen Punktes dieses Pixels. Die Pixelzeile P wird als
Folge von schwarzen und weiflen Zusammenhangskomponenten betrachtet, wobei die schwarzen
Zusammenhangskomponenten wie in Kapitel 4 als Dashes bezeichnet werden.

Wir suchen nun eine Transformation w = cx + d, die das Muster G liefert, wenn sie diskret auf
P angewendet wird:

(5.1) G = w'(P)

44
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Dabei werden die Mittelpunkte der Pixel von P transformiert, wie das im Abschnitt 3.2 be-
schrieben wurde. Die Koordinate des Mittelpunktes eines Pixels ergibt sich aus dessen Index
+0.5, die Koordinate des transformierten Mittelpunktes lautet |w(Index+0.5)|. Wird ein Pixel
in G von einem transformierten Pixelmittelpunkt getroffen, dann und nur dann wird es unter
w' schwarz gefarbt werden. Werden genau die schwarzen Pixel von G unter w’ schwarz gefirbt,
dann gilt G = w'(P).

Satz 5.1 Zur Bestimmung der Transformation w' geniigt es, die Anfangs— und Endpixel aller
Dashes zu betrachten.

Beweis: w muf} eine kontraktive Transformation sein. Das bedeutet, dafl der Abstand zwischen
den Pixelmittelpunkten nach Anwendung von w jedenfalls kleiner ist als vor Anwendung von
w. Wird also ein Dash transformiert, dann wird jedes Pixel in G zwischen dem transformierten
Anfangs— und dem transformierten Endpixel des Dashs von einem transformierten Mittelpunkt
getroffen werden. Der transformierte Dash bleibt eine Zusammenhangskomponente; kein weifles
Pixel kann entstehen. O

Das Problem kann graphisch recht gut veranschaulicht werden (Abb. 5.1). Die fetten waagrech-

Losungsgerade

Zielmuster G

F | Bt ! F ! F I Pixelmuster P

Abbildung 5.1: Graphische Veranschaulichung des Problems im ungespiegelten Fall

ten Linien in Abb. 5.1 sind die fiinf Dashes von P. Das Pixelmuster G ist links von unten nach
oben aufgetragen. Die senkrechten Linien durch die Mittelpunkte der Anfangs— und Endpixel
der Dashes bezeichnen wir als vlines. Eine vline durch das Anfangspixel eines Dashs heifit
begin-vline, eine vline durch das Endpixel eines Dashs end-vline. Die schrige Gerade ist die
Losungsgerade und stellt die gesuchte Transformation w dar. Sie ist so gewihlt, dafl die Mit-
telpunkte der Anfangs— und Endpixel der Dashes von P auf die Anfangs— und Endpixel der
Dashes in G transformiert werden.

Dies wird graphisch veranschaulicht, indem die Schnittpunkte der vlines mit der Losungsgerade,
die fiir w steht, auf G projiziert werden. Die Pixel in G, die von den projizierten Schnittpunkten
getroffen werden, sind schwarz. Weiters sind fiir jeden Dash aus den oben genannten Griinden



KAPITEL 5. MATCHRATIO — ERMITTLUNG V. TRANSFORMATIONEN 46

alle Pixel zwischen dem projizierten Schnittpunkt der begin—vline mit der Losungsgerade und
dem projizierten Schnittpunkt der end—vline mit der Losungsgerade schwarz.

Abb. 5.1 zeigt eine Losungsgerade mit positiver Steigung, was einer Transformation entspricht,
die keine Spiegelung enthilt. Abb. 5.2 zeigt die graphische Veranschaulichung des Problems
im gespiegelten Fall. Ob eine Transformation mit oder ohne Spiegelung gefunden werden soll,
wurde durch MatchRatio bereits bestimmt.

Lésungsgerade

Zielmuster G

I
f | b ¢ ! f | f l: Pixelmuster P

Abbildung 5.2: Graphische Veranschaulichung des Problems im gespiegelten Fall

Zur weiteren Behandlung des Problems werden wir die graphische Darstellung von Abb. 5.1 bzw.
Abb. 5.2 benutzen, da diese sehr anschaulich ist. Das ist deshalb mdéglich, weil die zur gesuchten
Transformation w' gehorige Transformation w = cx + d einer Geradengleichung entspricht; w’
kann sofort aus w ermittelt werden. Somit ist das Problem &qivalent zur Suche nach einer
Losungsgerade. Zu diesem Zweck denke man sich in Abb. 5.1 ein Koordinatensystem, das seinen
Ursprung im Kreuzungspunkt der Pixelmuster P und G hat. Die Pixel in G behalten jedoch
die Indizes, die sie innerhalb des Musters P innehatten. Das Koordinatensystem orientiert sich
in z—Richtung an den Indizes von P und in y—Richtung an den Indizes von G. Zwischen diesen
ganzzahligen Werten existieren reelle Werte.

5.1.2 Die Beschriankungsgeraden upper und lower

Der Bereich, in dem die gesuchte Transformation liegen darf, kann eingeschrinkt werden, denn
w’ muf} zwei Bedingungen erfiillen:

1. Das erste Pixel von P muf} auf das erste Pixel von G abgebildet werden.

2. Das letzte Pixel von P muf} auf das letzte Pixel von G abgebildet werden.
Das heifit genauer ausgedriickt, dafl der Mittelpunkt des ersten Pixels von P unter w in den

Bereich des ersten Pixels von G transformiert werden mufl. Ebenso mufl der Mittelpunkt des
letzten Pixels von P unter w in den Bereich des letzten Pixels von G transformiert werden.
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Die Abb. 5.3 illustriert die Beschrankung im ungespiegelten Fall: Der linke der mit dem Symbol

upper

G lower

Abbildung 5.3: Die Beschriankungsgeraden upper und lower

e gekennzeichneten Punkte ist der kleinste Wert, den der Mittelpunkt des ersten Pixels von
P unter w annehmen darf, damit das erste Pixel von P auf das erste Pixel von G abgebildet
wird. Der rechte der mit dem Symbol e gekennzeichneten Punkte ist der kleinste Wert, den der
Mittelpunkt des letzten Pixels von P unter w annehmen darf, damit das letzte Pixel von P auf
das letzte Pixel von G abgebildet wird.

Anhand dieser beiden Werte ist eine Gerade definiert.

Definition 5.2 Die Gerade lower stellt eine untere Beschrankung fiir die Losungsgerade und
damit fiir w dar. Sie garantiert zusammen mit der Gerade upper (Def. 5.3), dafi die beiden
oben erwdhnten Bedingungen eingehalten werden.

Ahnlich wie oben ist nun der linke der mit dem Symbol o gekennzeichneten Punkte der grofite
Wert, den der Mittelpunkt des ersten Pixels von P unter w annehmen darf, damit das erste
Pixel von P auf das erste Pixel von G abgebildet wird. Der rechte der mit dem Symbol o
gekennzeichneten Punkte ist der gréfite Wert, den der Mittelpunkt des letzten Pixels von P
unter w annehmen darf, damit das letzte Pixel von P auf das letzte Pixel von G abgebildet
wird.

Diese beiden Werte definieren eine zweite Gerade.

Definition 5.3 Die Gerade upper stellt eine obere Beschrinkung fiir die Lisungsgerade und
damit fir w dar. Sie garantiert zusammen mit der Gerade lower (Def. 5.2), dafl die beiden
oben erwdhnten Bedingungen eingehalten werden.

Behandlung von numerischen Ungenauigkeiten

Der grofite Wert, den der Mittelpunkt eines Pixels in P annehmen darf, um in ein bestimmtes
Pixel in G abgebildet zu werden, wird durch die Maschinenarithmetik beeinflufit. Er mufl daher
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genau definiert werden.

Ein Pixel in G mit dem Index i wird mit dem Intervall [¢,i+ 1) identifiziert. Ab i+1 beginnt das
Pixel mit dem Index ¢ 4+ 1. Werden nun in einer Maschinenarithmetik ann&hernd gleich grofle
Werte voneinander subtrahiert, fithrt das zu numerischen Ungenauigkeiten. Wegen dieser nu-
merischen Ungenauigkeiten kénnte z.B. der Mittelpunkt eines Pixels in P gerade auf oder knapp
itber den Wert ¢+1 fallen, obwohl er bei exakter Berechnung auf das Pixel ¢ transformiert wiirde.
Deshalb ist es notwendig, sicherzustellen, daf} solche numerischen Ungenauigkeiten keine Fehler
im Algorithmus erzeugen. Es wird also ein Bereich der Breite ¢ am oberen Ende eines jeden
Pixelbereichs definiert. Losungen, die einen Pixelmittelpunkt in einen Bereich € transformieren,
werden nicht zugelassen. € mufl so grof} sein, dafl sein Wert in der FlieBkommaarithmetik des
betreffenden Rechners beriicksichtigt wird, d.h. fiir giiltige Indexwerte x mufl  + € > x gelten.

Abb. 5.4 zeigt diese Mafilnahme fiir das erste Pixel aus G im ungespiegelten Fall.

upper
AN lower

Abbildung 5.4: Der Bereich €

5.1.3 Die vlines

Innerhalb der Beschrinkung von upper und lower miissen weitere Beschrinkungen definiert
werden, die sich durch das Pixelmuster G ergeben.

Dazu werden die erwdhnten vlines verwendet. Wie im Abschnitt 5.1.1 erkldrt, miissen nur
die Anfangs- und Endpixel der Dashes betrachtet werden. Diesen entsprechen die begin— bzw.
end-vlines. Schneidet man eine vline mit den Beschrénkungsgeraden upper und lower, so erhilt
man die folgenden Werte:

Definition 5.4 Ein top—Punkt einer vline ist der Maximalwert, den der Mittelpunkt des Pixels
des zur betreffenden vline gehdrenden Dashs unter allen w annehmen kann, die upper und lower
erfilllen. (x4,,,Yt0p) sind die Koordinaten des top—Punktes.

Definition 5.5 Ein bottom—Punkt einer vline ist der Minimalwert, den der Mittelpunkt des
Pixels des zur betreffenden vline gehérenden Dashs unter allen w annehmen kann, die upper
und lower erfiillen. Die Koordinaten des bottom-Punktes sind (Zpottom Yottom )-
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Fiir jede vline werden der top—Punkt und der bottom—Punkt ermittelt. Projiziert man den
top— und den bottom—Punkt auf G, so kann man die Indizes derjenigen Pixel in G feststellen,
in die der top— und der bottom—Punkt fallen. Fiir jede vline werden diese Indizes top und
bottom zur spéteren Verwendung festgehalten. Sie bezeichnen zugleich die Koordinate des in
den Abbildungen am weitesten unten gelegenen Punktes des Pixels. FEin Beispiel ist in der
Abb. 5.5 dargestellt. Es wird darauf hingewiesen, dafl diese und die folgenden Abbildungen
Skizzen sind, auf denen nur das jeweils Wesentliche exakt dargestellt wird.

top top—Punkt

bottom bottom—Punkt

Abbildung 5.5: Graphische Veranschaulichung der Werte top—Punkt, bottom—Punkt, top und
bottom

5.1.4 Die constraints

Die Intervalle [Ypottom, Yiop] der vlines bezeichnen den durch upper und lower beschriankten Wer-
tebereich der Schnittpunkte von w mit den vlines. Der Wertebereich der Schnittpunkte von
w mit den vlines wird im folgenden vereinfachend als Wertebereich bezeichnet werden. Eine
zusitzliche Einschrinkung dieses Wertebereichs ergibt sich durch die Tatsache, dafl unter w’
bestimmte Pixel im Zielmuster G schwarz und die anderen weify sein miissen.

Betrachten wir das Beispiel einer gespiegelten Transformation in Abb. 5.6.

Wir gehen vom Zielpixel x in G aus. Dieses Pixel mufl unter w’ weify bleiben. Es existiert jedoch
eine vline, deren zugehdriger Pixelmittelpunkt in P unter den Beschriankungen von upper und
lower auf « abgebildet werden kann. Deshalb wird der Wertebereich weiter beschriankt; er reicht
jetzt von Yuortom bis top - €. Der Wert € ist im Abschnitt 5.1.2 ndher erkliart. Wenn nun die zu
w gehorende Losungsgerade die vline innerhalb dieses eingeschrinkten Wertebereichs schneidet,
kann die gesuchte Transformation w’ den Mittelpunkt des Pixels dieser vline keinesfalls auf x
abbilden. Dann bleibt x weif}.

Definition 5.6 Ein eingeschrinkter Wertebereich auf einer vline, der es ermoéglicht, dafl ein
Pixel in G unter w' die korrekte Farbe erhélt, wird ein constraint fiir dieses Pixel genannt.
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Zielpixel x

Ybvottom

Abbildung 5.6: Ein constraint im gespiegelten Fall

Dabei unterscheidet man zwei Arten von constraints:

e floor—constraints oder floors
Thr Wertebereich beginnt beim bottom—Punkt der betreffenden vline; man kénnte sagen,
sie ,kommen vom Boden*.

e ceiling—constraints oder ceilings
Thr Wertebereich beginnt beim top—Punkt der betreffenden vline; man kénnte sagen, sie
,kommen von der Decke“.

Das andere Ende dieser Wertebereiche kennzeichnet ein sogenannter floor-Punkt bzw. ceiling—
Punkt. Auf diese Werte wird im Abschnitt 5.1.5 genauer eingegangen.

Die Abb. 5.7 und 5.8 zeigen jeweils den ungespiegelten Fall. Links ist der constraint dargestellt,
rechts die entsprechende Kurzform, die in spidteren Abbildungen verwendet werden wird. Das
Symbol X bezeichnet den floor—Punkt, das Symbol e den ceiling-Punkt. In der Abb. 5.6,
die zur Erklirung der constraints verwendet wurde, finden wir ein Beispiel fiir einen floor im
gespiegelten Fall.

5.1.5 Relevante vlines

Nicht alle vlines sind zur Bestimmung der Losungsgerade relevant. Welche vlines relevant sind,
hingt von der Lage der Zielpixel in G ab. Es gibt zwei Fille. Jeweils zwei vlines sind fiir
ein Zielpixel = relevant: In den Abb. 5.9 und 5.10 werden sie mit L fiir left—vline und R fiir
right—vline bezeichnet.
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Abbildung 5.7: Ein floor-constraint und die entsprechende Kurzform

ﬂf :

Abbildung 5.8: Ein ceiling-constraint und die entsprechende Kurzform




KAPITEL 5. MATCHRATIO — ERMITTLUNG V. TRANSFORMATIONEN 52

Definition 5.7 Fiir schwarze und weifle Zielpixel im ungespiegelten Fall (Abb. 5.9) ist die left—
vline die am weitesten rechts liegende end—vline, deren top in x liegt. Die right-vline ist die am
weitesten links liegende begin—vline, deren bottom in x liegt.

L R
x

|
|
L R
x
|
|

Abbildung 5.9: Schwarzes (oben) und weifles Zielpixel x (unten) im ungespiegelten Fall

Definition 5.8 Fiir schwarze und weifle Zielpixel im gespiegelten Fall (Abb. 5.10) ist die left—
vline die am weitesten rechts liegende end—vline, deren bottom in x liegt. Die right—viine ist
die am weitesten links liegende begin—vline, deren top in x liegt.

Die Farbe des jeweiligen Zielpixels bestimmt die Wertebereiche der left—vlines und right—vlines.
Sie werden wie in Abschnitt 5.1.4 gesetzt, wie man in den Abb. 5.9 und 5.10 nachvollziehen
kann.
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Abbildung 5.10: Schwarzes (oben) und weifles Zielpixel x (unten) im gespiegelten Fall

53
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ungespiegelter Fall gespiegelter Fall | (Farbe d. Zielpixels)
Yeeit = bottom +1 Yfloor = tOp —€ (weif})
Yfloor = bottom +1 — € Yeei = tOp (schwarz)

Tabelle 5.1: Die Werte Y., und y..; fiir begin—vlines

ungespiegelter Fall gespiegelter Fall (Farbe d. Zielpixels)
Yfioor = tOp —€ Yeeit = bottom +1 (weif})
Yeeit = tOp Yfioor = bottom +1 — € (schwarz)

Tabelle 5.2: Die Werte y 00 und y,.; fiir end-vlines

Schneidet die Losungsgerade die gerade bestimmten Wertebereiche von L und R eines Zielpixels
x, so erhélt x unter w’ die gewiinschte Farbe. Bei den schwarzen Zielpixeln muf} die Lisungs-
gerade die Wertebereiche von L oder R schneiden, bei den weiflen immer die Wertebereiche von
L und R. Es ist jedoch durchaus moglich, dafl L oder R fiir ein Zielpixel nicht existieren, weil
es einfach keine vline an der betreffenden Stelle gibt.

Aus diesen constraint-Moglichkeiten ergeben sich die y—Koordinate y .., der floor-Punkte und
die y-Koordinate y..; der ceiling-Punkte. (Die z—Koordinaten x s, bzw. x.; entsprechen der
x-Koordinate der zugehorigen vline.) Grundsétzlich ist fiir jede vline ein floor-Punkt und ein
ceiling—Punkt definiert; nicht alle diese Werte werden jedoch weiterverwendet. Zur besseren
Anschaulichkeit ist in der letzten Spalte der beiden folgenden Tabellen das Zielpixel aufgefiihrt,
fiir das der betreffende floor-Punkt oder ceiling—Punkt i.a. verwendet werden wird.

Die Tabelle 5.1 enthilt die Werte fiir die begin—vlines. In der Abb. 5.11 oben sind Beispiele
fiir die floor— und ceiling—-Punkte der ersten Reihe in der Tabelle 5.1 dargestellt. Es werden
links ein ceiling—constraint fiir ein weifles Zielpixel und rechts ein floor—constraint fiir ein weifles
Zielpixel gezeigt. In der Abb. 5.11 unten sind Beispiele fiir die floor— und ceiling—Punkte der
zweiten Reihe in der Tabelle 5.1 dargestellt. Links ist ein floor—constraint fiir ein schwarzes
Zielpixel und rechts ein ceiling—constraint fiir ein schwarzes Zielpixel gezeigt.

Die Tabelle 5.2 enthilt die Werte fiir die end—vlines. In der Abb. 5.12 oben sind Beispiele fiir die
floor— und ceiling—Punkte der ersten Reihe in der Tabelle 5.2 dargestellt. Es werden links ein
floor—constraint fiir ein weifles Zielpixel und rechts ein ceiling—constraint fiir ein weifles Zielpixel
gezeigt. In der Abb. 5.12 unten sind Beispiele fiir die floor— und ceiling—Punkte der zweiten
Reihe in der Tabelle 5.2 dargestellt. Links ist ein ceiling—constraint fiir ein schwarzes Zielpixel
und rechts ein floor—constraint fiir ein schwarzes Zielpixel gezeigt.

Die vlines des ersten und des letzten Pixels von P stellen einen Sonderfall dar. Diese Pixel
sind jedenfalls schwarz; dadurch wurden die Beschrdnkungsgeraden upper und lower festgelegt.
Um die Beschrinkungsgeraden einzuhalten, werden diese beiden vlines gemdfi Abb. 5.13 mit
floor-Punkten (dargestellt durch das Symbol x) und ceiling-Punkten (dargestellt durch das
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1’ top
T bottom

1’ top
T bottom

Abbildung 5.11: floor— und ceiling—constraints fiir Zielpixel = (begin—vlines)
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€T top

Z bottom
€T top

Z bottom

Abbildung 5.12: floor— und ceiling—constraints fiir Zielpixel = (end—vlines)
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Symbol e) versehen. Die vier resultierenden constraints nennt man Grenzconstraints.

Abbildung 5.13: Die vier Grenzconstraints

In diesem Abschnitt wurden die vlines gezeigt, die, falls vorhanden, fiir ein Zielpixel relevant
sind.

Das Vorhandensein oder Nichtvorhandensein der right—vlines und left—vlines fiir ein Zielpixel
bedingt dessen weitere Behandlung.

5.1.6 Einfarben der Zielpixel
Mit dem Einfarben der Zielpixel ist eine Kategorisierung gemeint, keine tatsichliche Farbung.
Diese Einteilung 148t keinen Schluf} auf die tatséchliche Farbe des Pixels in G zu.

Kriterium ist die Konstellation der vlines im Zielpixelbereich. Der Zielpixelbereich eines Pixels
x ist als grauer Bereich in Abb. 5.14 dargestellt.

Abbildung 5.14: Der Zielpixelbereich eines Zielpixels x

Fiir jedes Zielpixel gibt es fiinf Moglichkeiten:

1. WHITE
Die relevanten vlines sind so angelegt, daf§ diese Pixel in G von keinem transformierten
Mittelpunkt eines Pixels aus P getroffen werden konnen, egal wie die Losungsgerade in-
nerhalb von upper und lower gelegt wird (z.B. keine left-vline und keine right—vline im
Zielpixelbereich). Die Pixel bleiben in jedem Fall weif3.
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2. LIGHTGREY
Es existiert eine right—vline im Zielpixelbereich. Abhéngig von der Losungsgerade kann
das Pixel schwarz oder weify werden.

3. GREY
Es existiert eine left—vline im Zielpixelbereich. Abhéngig von der Losungsgerade kann das
Pixel schwarz oder weify werden.

4. DARKGREY
Es existieren eine left—vline und eine right—vline im Zielpixelbereich. Einige dieser Pixel
sind unabhéngig von der Losungsgerade immer schwarz, andere nicht. Das muf} fiir je-
des Pixel dieser Kategorie gepriift werden; die immer schwarzen Pixel werden dann der
Kategorie BLACK zugeordnet. Die Priifung ist unten beschrieben.

5. BLACK
Diese Pixel werden auf jeden Fall von einem transformierten Mittelpunkt eines Pixels aus
P getroffen, egal wie die Losungsgerade innerhalb von upper und lower gelegt wird. Sie
werden also sicher schwarzgefirbt. Es gibt zwei verschiedene Kriterien fiir Pixel dieser
Klasse:

o Es existieren eine left—vline und eine right—vline im Zielpixelbereich. Die constraints
dieser vlines sind so angeordnet, daf} diese Pixel in jedem Fall schwarz gefarbt werden,
egal wie die Losungsgerade innerhalb von upper und lower verlduft. Diese Kategorie
erhélt ihre Pixel durch eine Priifung der Pixel aus der Kategorie DARKGREY.

e Ein Dash wird unabhéngig von der Losungsgerade sicher auf diese Pixel abgebildet.
Es gibt eine einfache Moglichkeit, diese Pixel fiir einen Dash zu bestimmen, die die
Werte top und bottom der zugehorigen begin—vlines und end-vlines verwendet. Sie
ist weiter unten beschrieben.

Die Priifung der DARKGREY—-Pixel

Wie bereits im Abschnitt 5.1.6 erwahnt, werden die Pixel der Klasse DARKGREY einer Son-
derbehandlung unterzogen. Es wird festgestellt, ob es eine Losungsgerade gibt, sodafl die ent-
sprechende Transformation ein solches Pixel weif} 1483t. Die Priifung erfolgt iiber die constraints,
die dem Pixel zugeordnet sind.

Abb. 5.15 zeigt ein DARKGREY—-Pixel x im ungespiegelten Fall. Das Pixel ist im Zielmuster
G weify gefirbt; dementsprechend sind die constraints gesetzt. Sie erscheinen in der Abbildung
fett gezeichnet.

Es wird nun die Gerade d,,;, mit der geringsten Steigung k4,.;, ermittelt, die als Losungsgerade
das Pixel = weifl lassen wiirde. Sie ist durch zwei Punkte definiert, und zwar durch den floor—
Punkt der left—vline und durch den ceiling—Punkt der right—vline.

Dann berechnet man d,,,,, die Gerade mit der grofiten Steigung k.., die als Losungsgerade
x weif} liefle. Sie ist genauso durch zwei Punkte definiert, und zwar durch den bottom—Punkt
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dmaac

dmin

Abbildung 5.15: Die Geraden d,,;, und d,,..

Gerade definiert durch:

dprin ceiling—Punkt der left—vline
floor-Punkt der right—vline

Aoz top—Punkt der left—vline
bottom—Punkt der right—vline

Tabelle 5.3: Definition der Geraden d,,;, und d,,,, im gespiegelten Fall

der left—vline und den top—Punkt der right—vline. Die Berechnung der beiden Geraden im
gespiegelten Fall erfolgt iiber die Punkte in der Tabelle 5.3.

Zwei weitere Geraden werden ermittelt: f,,;, ist die Gerade mit der geringsten Steigung ky.,in
innerhalb von upper und lower, f,,,, die Gerade mit der grofiten Steigung k., innerhalb von
upper und lower. Die Steigungen dieser vier Geraden werden nun miteinander verglichen.

Satz 5.9 Ist kfimer < Kimin 0der kjmar < kpmin, dann fallt das betrachtete Pixel in die Kategorie
BLACK.

Beweis: Sind die Steigungen der Geraden d,,az, @min, fmin Und frq. Wie im Satz beschrieben,
dann gibt es innerhalb von upper und lower keine Losungsgerade, die x weifl lassen wiirde;
das Pixel fillt somit in die Kategorie BLACK. Abb. 5.16 illustriert diesen Schluff. Die hier
dargestellten Werte fiir k..., und ky,,;, schlieBen einander natiirlich aus; es kann nur jeweils
einer dieser Werte auf der dargestellten Position existieren. O

Ist die obige Bedingung nicht erfiillt, verbleibt x in DARKGREY.
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kfmam kdmin kdmax kfmin

Abbildung 5.16: Haben die ermittelten Geraden solche Steigungen k, ist das betreffende Pixel
sicher schwarz

Sichere Pixel der Klasse BLACK

Da der Bereich, in den die Lésungsgerade fallen kann, schon durch die Beschriankungsgeraden
upper und lower eingegrenzt ist, ist es moglich, fiir jeden Dash iiber einer gewissen Minimallinge
Pixel in G zu bestimmen, auf die sicher ein Teil des Dashs abgebildet wird. Diese Pixel werden
unabhéngig von der Losungsgerade sicher schwarz sein. Die erwdhnte Minimalldnge wird spéter
genau definiert; ist der Dash ndmlich zu kurz, dann existieren fiir diesen keine sicher schwarzen
Pixel.

Abbildung 5.17: Die schraffierten Pixel werden unabhéngig von w' sicher schwarz

Die Abb. 5.17 zeigt einen Dash samt vlines und Bereichen der Geraden upper und lower im
ungespiegelten Fall. Er ist Teil eines Musters P. Die strichlierte Linie in der Abbildung zeigt
ein Geradenstiick g, das durch den top—Punkt der begin—vline und durch den bottom—Punkt
der end-vline definiert ist. Es hat sicher eine geringere Steigung als die flachste mdgliche
Losungsgerade. Das heifit, dafl jede mogliche Losungsgerade den Dash auf mindestens diejenigen
Pixel in P abbildet, deren Zielpixelbereich von g geschnitten wird. Sie sind in der Abbildung
schraffiert gezeichnet statt grau wie sonst, weil hier die von der Gerade ¢ implizierte Farbe und
nicht die Farbe der Zielpixel gezeigt wird. Diese Pixel haben die Indizes top der begin—vline bis
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bottom der end—vline. Sie fallen in die Kategorie BLACK.

Im gespiegelten Fall verlduft die Berechnung dhnlich. Hier haben die Pixel die Indizes bottom
der begin—vline bis top der end—vline.

Damit solche Pixel fiir einen Dash existieren, mufi dieser mindestens so lang sein, dafl im
ungespiegelten Fall der Index top der begin-vline < dem Index bottom der end-vline ist und
im gespiegelten Fall der Index bottom der begin—vline > dem Index top der end-vline.

Vergleich der BLACK— und der WHITE-Pixel mit G

Im Gegensatz zu den Pixeln in den Klassen LIGHTGREY, GREY und DARKGREY sind die
Pixel in BLACK bzw. WHITE unabhéngig von der Losungsgerade schwarz bzw. weify. Deshalb
werden sie sofort mit den Pixeln des Zielmusters G verglichen. Ist ein Pixel der Klasse BLACK
in G nicht schwarz bzw. ein Pixel der Klasse WHITE in G nicht weif}, so ist es unmoglich,
eine Transformation w' zu finden, die P auf G abbildet. Der Prozefi der Losungsfindung wird
abgebrochen. Ist der Vergleich erfolgreich, wird mit der Bestimmung der relevanten constraints
fortgesetzt.

5.1.7 Relevante constraints

Fiir die Zielpixel der Klassen LIGHTGREY, GREY und DARKGREY miissen nun die relevan-
ten constraints ermittelt werden, die die endgiiltige Beschrinkung der Losungsgerade ergeben.
Eine Losungsgerade, die alle relevanten constraints schneidet, entspricht einem w’, das das
gewiinschte Pixelmuster G erzeugt.

Aus den Ergebnissen des Abschnittes 5.1.5 und der Tatsache, dafl ein LIGHTGREY—Pixel nur
eine right—vline im Zielpixelbereich hat, ein GREY—-Pixel nur eine left—vline, ein DARKGREY-
Pixel dagegen beides, wurde die Tabelle 5.4 erstellt: Die Eintragung der Zeile ,LIGHTGREY*
unter der Rubrik ,,Schwarzes Zielpixel — ungespiegelt bedeutet z.B. folgendes: Bei einem
schwarzen Zielpixel aus G, das sich in der Klasse LIGHTGREY befindet, also nur eine right—
vline im Zielpixelbereich hat, ist der relevante constraint ein floor—constraint, d.h. der Bereich,
den die Losungsgerade schneiden mu8, reicht auf der right—vline von Yiottom biS ¥ si00r-

Die Eintragung OK heifit, daf} dieses Pixel bei der Berechnung der Lésungsgerade nicht mehr
beachtet werden muf}; da seine Farbe bereits fix ist und mit der gewiinschten Farbe in G
iibereinstimmt, egal wie die Losungsgerade innerhalb upper und lower ausfallt.

Der Eintrag FAIL bedeutet, dafl die Farbe dieses Pixels sicher nicht mit seiner in G gewiinsch-
ten Farbe iibereinstimmt, und zwar unabhingig von der Losungsgerade. Der Prozefl kann in
diesem Fall abgebrochen werden, da es keine Losung gibt (siehe auch den Absatz , Vergleich
der BLACK—- und der WHITE—Pixel mit G* im Abschnitt 5.1.6). Auf die Eintragungen in der
Zeile DARKGREY wird spéter noch genauer eingegangen.

Es sei noch erwihnt, dafl neben den constraints in der Tabelle natiirlich auch die Grenzcons-
traints relevant sind.
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Schwarzes Zielpixel

Weifles Zielpixel

ungespiegelt | gespiegelt | ungespiegelt | gespiegelt
LICHTGREY right—vline righﬁvline righﬁvline right—vline
floor—c. ceiling—c. ceiling—c. floor—c.
GREY lef'tfvline left—vline left—vline lef'tfvline
ceiling—c. floor—c. floor—c. ceiling—c.
right—vline | right—vline | right—vline | right—vline
floor—c. ceiling—c. ceiling—c. floor—c.
DARKGREY oder oder und und
left—vline left—vline left—vline left—vline
ceiling—c. floor—c. floor—c. ceiling—c.
WHITE FAIL OK
BLACK OK FAIL

Tabelle 5.4: Relevante constraints

5.1.8 Beschreibung der Lésungsgerade

62

Aus den somit fiir alle Zielpixel in G festgelegten constraints kann man eine Beschreibung der

Losungsgerade ableiten. Es handelt sich um eine Gerade, die (in y—Richtung) unter oder auf den

floor-Punkten aller relevanten floor—constraints und iiber oder auf den ceiling—Punkten aller
relevanten ceiling—constraints verlduft, d.h. die alle relevanten floor— und ceiling—constraints

schneidet. Man sagt von einer solchen Gerade, daf} sie alle relevanten constraints erfiillt.

Diese Gerade verlduft wegen der Grenzconstraints sicher innerhalb der Beschrinkungsgeraden
upper und lower. Abb. 5.18 veranschaulicht diese Tatsache. Wie {iblich wird das Symbol e fiir

Abbildung 5.18: Eine giiltige Losungsgerade

Losungsgerade

ceiling—Punkte und das Symbol X fiir floor—-Punkte verwendet. Eine solche Gerade bildet das
Pixelmuster P in der im Abschnitt 5.1.1 beschriebenen Weise korrekt auf das Zielpixelmuster
G ab. Durch diese Gerade wird die gesuchte Transformation w definiert.
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5.2 Theoretische Auffindung der Losungsgerade

Es wird gezeigt, wie man eine Losungsgerade findet, die die Bedingungen des Abschnitts 5.1.8
erfiillt.

5.2.1 Die Beschriankungsgeraden b0,,;, und b,,,.

Es werden zwei Geraden bestimmt: b,,;, ist die steilste Gerade, die einen floor—Punkt mit einem
ceiling—Punkt verbindet, wobei der floor-Punkt links vom ceiling—Punkt liegen mu#f.

Die zweite Gerade b,,,, ist die flachste Gerade, die einen ceiling-Punkt mit einem floor-Punkt
verbindet, wobei der ceiling—Punkt links vom floor—-Punkt liegen mu$f.

bmax

bmin

Abbildung 5.19: Die Geraden b,,;, und b,

Abb. 5.19 zeigt je ein Beispiel fiir b,,;, und b,,.,. Wir betrachten nun die Steigungen k der
Geraden. Ist kynin < Eymae, sind beide Geraden Losungsgeraden. Ein Beweis fiir diese Behaup-

tung ist im Abschnitt 5.2.2 angefithrt. In der Abb. 5.19 sind beide Geraden Losungsgeraden;
man sieht, daf hier alle constraints erfiillt sind.

Ist jedoch kymin > kbmae, SO gibt es keine Losungsgerade, die alle constraints erfiillt, und somit
keine Transformation w’, die P diskret auf G abbildet.

5.2.2 Die Trennung zweier Punktmengen durch eine Gerade

In diesem Abschnitt wird dargelegt, wie man entscheiden kann, ob zwei Punktmengen € R?
durch eine Gerade getrennt werden konnen. Falls die Moglichkeit einer Separation besteht,
kann iiber das Kriterium eine Menge von Separationsgeraden ermittelt werden.
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Problemdefinition
Vereinbarungen:

e K, := Konvexe Hiille der Menge A C R?
o A°:= das Innere von A

o A:= der Abschlu von A

e §A := der Rand von A := A\ A°

K4 ist eine kompakte (d.h. abgeschlossene und beschrinkte) Menge, wenn A beschrinkt ist.
Der Abschlufl, das Innere und der Rand von A werden in der Abb. 5.20 illustriert.

Abbildung 5.20: Der Abschluf}, das Innere und der Rand von A

A 0A

Es sind zwei Punktmengen C R? gegeben:

F ... die Menge der floor—Punkte
C'... die Menge der ceiling-Punkte

Das Symbol x wird wie in fritheren Kapiteln fiir ¢ € C' verwendet, das Symbol e fiir f € F.
Diese beiden Punktmengen werden folgendermaflen eingeschriankt:

Es gibt f;, f. € F und ¢, ¢, € C, sodaf f; und ¢; bzw. f, und ¢, jeweils dieselbe x—Koordinate
haben; f; und f, liegen in y—Richtung hoher als ¢; und ¢,. Weiters liegen f; und ¢; links von
fr und c,. Die konvexe Hiille Ky, ¢, . . dieser vier Punkte enthélt alle Punkte aus F' und alle
Punkte aus C. F und C sind unter Beriicksichtigung dieser Einschridnkungen in Abb. 5.21
dargestellt.

Die Frage ist nun, ob es eine Gerade gibt, die F' und C separiert.

Zusammenhang der Frage mit konvexen Hiillen

Man kann die Frage nach einer Separationsgerade fiir F' und C' mit Hilfe von konvexen Hiillen
von F und C beantworten.

Satz 5.10 Es gibt eine Separationsgerade genau dann, wenn Kp° N Kg° = 0.
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fi o

C

Abbildung 5.21: Einschrédnkungen fiir die Mengen F' und C

Abbildung 5.22: Die konvexen Hiillen Kz und K¢

65
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Beweis: 1. 3 Separationsgerade = K;° N Ks° =0
Gibt es eine Separationsgerade, dann konnen sich Kr und Ks maximal auf
dieser Gerade schneiden (Abb. 5.22). Dann schneiden sich nur 6Ky und 6K¢,
nicht aber K£z° und K£o°.

2. Kr°NKe® =0 = 3 Separationsgerade

21 KpNKe =10

Eine Separationsgerade existiert trivialerweise.

2.2 KrNKg #0
Wenn Kr N Ko # 0, aber Kr° N Ke® = 0, dann koénnen sich nur §Kp
und 6K schneiden, nicht aber Kr° und Ks°. Die moglichen Félle sind in
der Abb. 5.23 dargestellt. Man sieht, dafl immer eine Separationsgerade
gezogen werden kann.

°
e
Q

Abbildung 5.23: Die moglichen Lagen der konvexen Hiillen K und Ko

Das Kriterium
Die Geraden b,,;, und b,,,, wurden im Abschnitt 5.2.1 erklart. Hier eine formale Definition:

Definition 5.11 FC :={ E|f €eFceCuau;<uz, }
CF:={cflceC,feFua. <uz;}

bmme F—C : Vg S F—C : kbmin Z ]{)g
binaz € CF :¥g € CF : kpmas < k,

Hier ist FC die Menge der Geraden, die durch die Punkte f € F,c € C definiert sind, wobei
f links von ¢ ist. C'F ist die Menge der Geraden, die durch die Punkte ¢ € C, f € F definiert
sind, wobei ¢ links von f ist. Die Punkte, durch die b,,;, definiert ist, werden f,.;, und ¢,
genannt. Die Punkte, durch die b,,,, definiert ist, werden ¢,,,, und f,,.., genannt.
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Eigenschaften der Geraden b,,;, und b,,,,

Aus den obigen Definitionen ergeben sich Bereiche in R?, in denen sich keine floor-Punkte bzw.
ceiling—Punkte aufhalten diirfen.

Hilfssatz 5.12 Rechts von und auf ¢,,,, liegt kein f € F unter b,,q,.
Links von und auf f,,.. liegt kein ¢ € C' iiber b, ..
Rechts von und auf f,,;, liegt kein ¢ € C iiber b,,;,.
Links von und auf ¢,,;, liegt kein f € F unter b,,;,.

Diese Bereiche sind in Abb. 5.24 dargestellt.

keine o keine o

bmaac

fmam <

bmin
Cmin

fmin

s %

keine x keine x

Abbildung 5.24: Verbotene Bereiche fiir x und e

Beweis: Wire rechts von oder auf ¢,,,, ein f € F unter b,,,., dann wire ¢,,,,. f flacher als b,,4.,
was einen Widerspruch zur Definition von b,,,, bedeutet. Wire links von oder auf
fmae €in ¢ € C iiber b,,,,, dann wére cf,,,. flacher als b,,,., was einen Widerspruch
zur Definition von b,,,, bedeutet. Wiére rechts von oder auf f,,;, ein ¢ € C iiber
bmin, dann wire m steiler als b,,,;,,, was einen Widerspruch zur Definition von b,,,;,,
bedeutet. Wére links von oder auf ¢,,;, ein f € F unter b,,;,, dann wire fc,,;, steiler

als b,,:n, was einen Widerspruch zur Definition von b,,;, bedeutet.
O

Hilfssatz 5.13 Wenn eine Separationsgerade existiert, dann gilt, daf b,,;, und b,,,, Separati-
onsgeraden sind und daB kymin < kbmae-
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Beweis:

1. 3 Separationsgerade = b,,;, und b,,,, sind Separationsgeraden.

Damit eine Gerade b eine Separationsgerade ist, darf iiber b kein ¢ € C' und
unter b kein f € F sein. Aus Hilfssatz 5.12 ist bekannt, dafl diese Bedingung
bei by,i, und b,,,, fiir einige Teilgebiete von R? erfiillt ist.

Betrachten wir zunéchst b,,,,. Wie auf Abb. 5.24 zu erkennen ist, miissen nur
noch das Gebiet rechts von f,,,, iiber b,,,, sowie das Gebiet links von ¢,,,, unter
bmae iberpriift werden.

Angenommen, es gibt ein ¢ € C rechts von f,,,, iiber b,.,. Laut Satz 5.10
gibt es eine Separationsgerade fiir C' und F' genau dann, wenn sich die konvexen
Hiillen von C und F' nicht schneiden.

Bildet man nun wie in Abb. 5.25 die konvexe Hiille fiir C' und F', indem man die
in der Problemstellung definierten Randpunkte hinzunimmt, dann sieht man,
daf} sich die konvexen Hiillen schneiden. Das ist ein Widerspruch zu den ange-
nommenen Voraussetzungen. Es kann also kein solches ¢ € C' geben.

Der Beweis fiir das Gebiet links von c¢,,,, unter b,,,, verlauft sinngeméff. Die
konvexen Hiillen fiir diesen Fall sind in Abb. 5.26 dargestellt. Es kann also auch
kein f € F links von ¢, unter b,,,, geben.

Entsprechend kann man den Beweis auch fir b,,;, fiithren. Damit ist bewiesen,
daf} b,,;, und b,,.. Separationsgeraden sind.

. 3 Separationsgerade = kymin < kpmac-

Im ersten Teil dieses Beweises wurde gezeigt, dafl es iiber einer Separationsge-
rade keine ¢ € C' und unter einer Separationsgerade keine f € F' geben kann.
Betrachten wir eine fixe Gerade b,,,,- fmin kann nur auf oder iiber b,,,, lie-
gen, ¢, nur auf oder unter b,,,,. Auflerdem mufy nach der Definition von b,,;,

T fmin < Temin Sein. Daraus folgt, daB kynin < Kpmaz- -

Abbildung 5.25: Die konvexen Hiillen K und K¢ schneiden sich

Im Hilfssatz 5.15 wird bewiesen werden, daf b,,;, und b,,,, Separationsgeraden sind, wenn
Eymin < kymaeo gilt. Dazu ist es notwendig, weitere Bereiche in R* zu definieren, in denen

keine floor—Punkte bzw. ceiling—Punkte liegen diirfen. Zur Vereinfachung des Beweises fiir den
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Abbildung 5.26: Die konvexen Hiillen K und K¢ schneiden sich

Hilfssatz 5.15 wird ein Teil dieser fiir loor-Punkte bzw. ceiling-Punkte verbotenen Bereiche im
Hilfssatz 5.14 ermittelt. Der Hilfssatz 5.14 wird dann im Beweis des Hilfssatzes 5.15 verwendet.

Hilfssatz 5.14 Es gilt T fmin < Tfmazr SOWIE Temin > Temaz-

bmax

fmaz

cmaac

Abbildung 5.27: f,,;, mufl im grauen Bereich liegen

Beweis: Betrachten wir wiederum ein fixes b,,,,. Abb. 5.27 zeigt die Bereiche, in denen f,,;,
aufgrund von Hilfssatz 5.12 liegen muf}. Es stellt sich die Frage, in welchen dieser Bereiche f,,;,
nicht liegen darf, damit der Hilfssatz garantiert ist. Der fragliche Bereich ist derjenige rechts

von foae Uber b, q..

bmin

bmaz Cmaz

Abbildung 5.28: Annahme: f,,;, liegt rechts von f,,,. iiber b4,

Angenommen, f,,;, befindet sich in diesem Bereich. Dieser Fall ist in Abb. 5.28 gezeigt. Durch
die Voraussetzung kymin < Kpmae ergibt sich, dafl f,... auf jeden Fall unter b,,;, liegt. ¢,
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ist laut Definition der Gerade b,,;, rechts von f,,;, und damit auch rechts von f,,,.. Laut
Hilfssatz 5.12 gilt jedoch, daf} links von ¢,,;, kein f € F unter b,,;, liegen darf. Das ist ein
Widerspruch zur Lage von f,,4.. fmin kann also nicht im Bereich rechts von f,,.. iber b,,..
liegen.

bmaz

fmaz

Cmaz

Abbildung 5.29: ¢,,;, mufl im grauen Bereich liegen

Nun wird die Lage von c¢,,;, tiberpriift. Abb. 5.29 zeigt die Bereiche, in denen c¢,,;, aufgrund
von Hilfssatz 5.12 liegen muf}. Der Bereich, in denen c¢,,;, nicht liegen darf, ist derjenige links
VO Cpae Unter b,... Ahnlich wie fir f,,;, zeigt man, daf ¢,,;, nicht in diesem Bereich liegen
kann.

bmax: bmin

Cmaz

Abbildung 5.30: Der Sonderfall b,,;, = bmae

Der Fall b,,5, = bpmas ist ein Sonderfall. Hier kann die obige Argumentation nicht angewendet
werden; es ist eine Situation wie in Abb. 5.30 mdglich. In diesem Fall werden die Werte von
fmin und f,,.. vertauscht, was erlaubt ist. O

Hilfssatz 5.15 Ist kymin < kpmas, dann sind b,,;, und b,,., Separationsgeraden.

Beweis: Damit eine Gerade b eine Separationsgerade ist, darf iiber b kein ¢ € C' und unter b
kein f € F sein. Aus Hilfssatz 5.12 ist bekannt, dafl diese Bedingung bei b,,;, und b,,,, fiir
einige Teilgebiete von R? erfiillt ist. Fiigen wir b,,;, und b,,q, so zusammen, daf} kypnin < kpmae,

sehen wir, daf} b,,;, und b,,,, den Kriterien fiir eine Separationsgerade entsprechen (Abb. 5.31).

Das ist jedoch nur der Fall, wenn sich der Schnittpunkt von b,,;, und b,,,, im Bereich der
Geradenstiicke fo,inCmin DZW. Cpas fmae befindet. Fiir einen anderen Schnittpunkt miissen die
Kriterien fiir eine Separationsgerade nicht erfiillt sein (Abb. 5.32). Es muf} also ausgeschlossen
werden, daf} ein solcher unzulissiger Schnittpunkt auftritt.

Nach Hilfssatz 5.14 gilt fmin < Tpmar SOWI€ Zepmin 2> Temae. Betrachten wir nun nochmals die
Abb. 5.27. Eine weitere Annahme fir f,,;,, die einen unzuldssigen Schnittpunkt ergibt und die
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bmaac

Ly

7/7/7
7/7/
7/7/
7/7/
7/7/
/7/7/
7]
/7/7/ brnin
/7/7
L]
7
bma;c: bmin:
keine o keine x keine o keine X

Abbildung 5.31: Hier sind b,,;, und b,,,, Separationsgeraden

WW%H’H’HWWH bmmc
N brnin

fmin

f’maac

Abbildung 5.32: Fiir den fett umrandeten Bereich kann nicht garantiert werden, dafl dort keine
e liegen
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noch nicht ausgeschlossen wurde, ist die folgende: f,.;, liegt links von ¢,,,, und unter b,,q,,
sodal wegen kynmin < Kkpmas der Schnittpunkt unzulissig ist.

Dann wiirde rechts von f,,;, ein ¢ € C iiber b,,;, liegen; das ist ein Widerspruch zu Hilfssatz 5.12.

Dieses Ergebnis zusammen mit Hilfssatz 5.14 und Hilfssatz 5.12 ergibt einen Bereich, in dem
fmin liegen muf; er ist in Abb. 5.33 dargestellt.

bmaz

bmaz

C
fmaav maz

Abbildung 5.33: Mégliche Bereiche fiir f,,;, (links) und c,,;, (rechts)

Auf dhnliche Weise wird ein Bereich ermittelt, in dem c,,;, liegen muf}; er ist ebenfalls in
Abb. 5.33 dargestellt.

Samtliche Félle fiir einen ungiiltigen Schnittpunkt, die unter den Beschriankungen von Abb. 5.33
noch denkbar sind, werden durch Hilfssatz 5.12 ausgeschlossen. Daraus ergibt sich, daf sich der
Schnittpunkt von b,,;, und b,,,, im Bereich der Geradenstiicke f,,inCmin DZW. Cpaz fmaee befinden
muf.

Damit ist bewiesen, daf} b,,;, und b,,.. Separationsgeraden sind, wenn kynin < kpmaz. Denn
iiber den beiden Geraden konnen sich keine ¢ € C befinden und unter ihnen keine f € F, wie
die Abb. 5.31 zeigt. O

Satz 5.16 kyin < kpmee < 3 Separationsgerade

Beweis: 1. kpmin < kbmae = 3 Separationsgerade

Mit Hilfssatz 5.15 sind b,,;, und b,,,, Separationsgeraden, also gibt es eine
Separationsgerade.

2. 3 Separationsgerade = kpmin < kbmas

0 Mit Hilfssatz 5.13 wahr.

Satz 5.17 4 Separationsgerade < b,,;, und b,,,, sind Separationsgeraden

Beweis: 1. 3 Separationsgerade = b,,;, und b,,,, sind Separationsgeraden
Mit Hilfssatz 5.13 wahr.

2. bpmin und b,,,.. sind Separationsgeraden = 3 Separationsgerade
trivial
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5.3 Praktische Auffindung der Losungsgerade

Wir gehen davon aus, dafl die relevanten constraints durch die Tabelle 5.4 im Abschnitt 5.1.7
gefunden sind. Aus diesen constraints sollen die Geraden b,,;, und b,,, und damit eine Lésungs-
gerade ermittelt werden.

5.3.1 AND- und OR-—constraints

Aus der Tabelle 5.4 im Abschnitt 5.1.7 ist ersichtlich, dafi die Pixel der Klasse DARKGREY
eine gewisse Sonderstellung einnehmen. Ist ein Pixel dieser Klasse in G schwarz, mufl nur einer
der beiden zugehérigen constraints erfiillt sein; es geniigt ja, dafl das Zielpixel unter w' von
einem Punkt getroffen wird, damit es schwarz gezeichnet wird. Ist dagegen ein Pixel dieser
Klasse in G weif}; miissen beide zugehorigen constraints erfiillt sein, denn das Pixel darf unter
w' nie getroffen werden.

Daraus ergibt sich, dafl zwei Arten von constraints existieren:

1. AND-—constraints
Jeder einzelne dieser constraints muf erfiillt sein. Die constraints von Pixeln der Kate-
gorien LIGHTGREY und GREY sind AND—constraints. Die constraints von Pixeln der
Klasse DARKGREY sind bei weiflen Zielpixeln ebenfalls AND—constraints; es gibt jedoch
hier zwei constraints pro Pixel. Sie kénnen wie alle anderen AND—constraints behandelt
werden.

2. OR~constraints
Eine OR—constraint—Gruppe ist eine Gruppe von zwei constraints, von denen nur einer
erfiillt sein muf}. Ein constraint aus einer solchen Gruppe ist ein OR—constraint. Die cons-
traints von Pixeln der Klasse DARKGREY sind bei schwarzen Zielpixeln OR—constraints.

Aus dieser Unterteilung in AND—constraints und OR~-constraints ergibt sich die Darstellung ei-
nes gerichteten Graphen (Abb. 5.34), in der die relevanten constraints geordnet nach x—Werten
als Knoten von links nach rechts aufgefithrt sind. Die weiflen Knoten in der Abb. 5.34 stellen
die AND—constraints dar, die grauen Knoten die OR—constraints, wobei immer zwei iiberein-
anderstehende Knoten eine OR—constraint—Gruppe ergeben. Wir werden diesen Graphen als
AND/OR~constraint—Kette bezeichnen. Die Suche nach einer Losungsgerade entspricht in die-
ser Darstellung einem Weg von einem Ende des Graphen zum anderen, in der Abb. 5.34 also
einem Weg vom Knoten A zum Knoten J oder von J nach A. Jeder constraint, der passiert
wird, muf} erfiillt werden.

Da die Reihenfolge, in der die constraints gepriift werden, irrelevant ist, kann die Priifung gut
auf Parallelrechnern implementiert werden. Hier wird jedoch eine sequentielle Implementierung
vorgestellt.
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OR~—constraints OR~—constraints

G g J
I

Abbildung 5.34: Eine AND/OR~constraint—Kette

Verringerung des Suchaufwandes

Sei m die Anzahl der OR—constraint—Gruppen in einer AND/OR~constraint—Kette. Dann gibt
es 2™ verschiedene Wege durch den Graphen.

Nehmen wir an, daf§ in einer AND/OR—constraint—Kette zwei AND—constraints einander wi-
dersprechen, sodafl keine Losungsgerade moglich ist. Wiirde man zur Losungsfindung immer
alle Wege priifen, dann wiirde ein Miflerfolg erst nach der Priifung des 2™—ten Weges feststehen.

Deshalb wird eine andere Strategie verfolgt: Zunéchst werden die OR—constraints vernachléssigt
und nur die AND—constraints gepriift, d.h. so bei der Suche nach b,,;, und b,,., beriicksichtigt,
daf} sie erfiillt sind. Im Beispiel in der Abb. 5.34 sind das die constraints, die in der Abb. 5.35
gezeigt werden. Erst wenn dieser Schritt erfolgreich war, werden zusétzlich die OR—constraints
gepriift.

Die Priifung der OR—constraints erfolgt mittels Backtracking. Hier ein Beispiel anhand der
Abb. 5.34: Es wird aus jeder OR—constraint—Gruppe ein OR—-constraint gewéhlt und fiir diese
OR~constraints zusammen mit allen AND—constraints eine Losungsgerade gesucht. Im Beispiel
der Abb. 5.34 wahlt man z.B. die OR—constraints D und H und sucht fiir die constraints A,
B, C, D, F, G, H und J eine Losungsgerade. Ist keine Losungsgerade moglich, wahlt man
statt dem OR—constraint H den OR—constraint T und sucht fiir die constraints A, B, C, D, F,
G, I und J eine Losungsgerade. Ist wiederum keine Losungsgerade moglich, wahlt man statt
dem OR-constraint D den OR-constraint E und statt dem OR-constraint I wieder den OR~-
constraint H und sucht fiir die constraints A, B, C, E, F, G, H und J eine Lésungsgerade. Im
Fall eines Miflerfolgs sucht man fiir die letzte mogliche Kombination A, B, C, E, F, G, T und J
eine Losungsgerade. Somit werden mittels Backtracking alle méglichen Wege im Graph gepriift.

5.3.2 Die Priifung der AND—constraints

Zur Priifung der AND—constraints wird die AND/OR-constraint—Kette verdndert. Dazu wer-
den die OR—constraints sowie deren einlaufende und wegfithrende Kanten eliminiert und die
AND-constraints dahinter und davor mit einer Kante verbunden. Das Resultat ist eine AND-
constraint—Kette. Die in der Abb. 5.35 dargestellte AND—constraint—Kette ergibt sich aus der
AND/OR~constraint—Kette in Abb. 5.34. Der folgende Algorithmus Check_AND _constraints
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o0 ——O0—>0—>0—>0
A B C F G J

Abbildung 5.35: Eine AND—constraint—Kette

durchlauft die AND—constraint—Kette von links nach rechts und versucht dabei, die Geraden
bpmin und b,,,. zu bestimmen, sodafl die bereits passierten Knoten (AND-constraints) erfiillt
sind. b,,;, und b,,,, werden entsprechend initialisiert.

Check_AND _constraints (AND-constraint—Kette)
Folgendes wird fiir alle Knoten r von links nach rechts durchgefiihrt:

e Ist r ein floor—constraint und ¢ dessen floor—Punkt, dann wird

— Folgendes fiir alle Knoten s von ganz rechts bis exkl. r durch-
gefiithrt:

* Ist s ein ceiling—constraint und d dessen ceiling—Punkt, dann
wird die Steigung k., mit der Steigung k£ der Gerade durch
c¢ und d verglichen. Ist k > ky.in, dann b,,;,:= die Gerade
durch ¢ und d.

Ist nun kymin < Kpmaz, dann ist eine Losungsgerade noch

moglich; sonst wird der Algorithmus abgebrochen.
o Ist r ein ceiling—constraint und c dessen ceiling—Punkt, dann wird

— Folgendes fiir alle Knoten s von ganz links bis exkl. r durchgefiihrt:

x Ist s ein floor—constraint und d dessen floor—Punkt, dann wird
die Steigung ky,.. mit der Steigung k der Gerade durch d und
c verglichen. Ist & < ke, dann b,,,.:= die Gerade durch d
und c.
Ist nun kymin < Kpmaz, dann ist eine Losungsgerade noch

moglich; sonst wird der Algorithmus abgebrochen.

Wird der Algorithmus nicht frithzeitig abgebrochen, sondern terminiert ordnungsgeméf, so
bedeutet das folgendes: b,,;, und b,,,, wurden gefunden, sodafl kymin < Kpmaz, und b,,;, und

bimaz erfiillen alle AND—constraints der AND—constraint—Kette. Es gibt also (mindestens) eine
Losungsgerade fiir diese constraints.
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5.3.3 Die Priifung der OR—constraints

Die resultierenden Geraden b,,;, und b,,,, des Algorithmus Check _AND _constraints im Ab-
schnitt 5.3.2 werden im folgenden Algorithmus Check_ AND/OR_constraints als Anfangs-
werte iibernommen. Es wird wieder die urspriingliche AND/OR~constraint—Kette verwendet.

Folgende Strategie wird verfolgt:

Sei ¢ ein OR—constraint der Sorte floor. Die Gerade b,,;, verbindet einen floor—constraint mit
einem ceiling—constraint, wobei der floor—constraint in der AND/OR~constraint—Kette weiter
links stehen muf} als der ceiling—constraint. Das bedeutet, dafl ¢ nur zusammen mit einem
ceiling—constraint rechts in der Kette eine Gerade ergeben kann, deren Steigung grofer ist als
die von b,,;,. Dementsprechend werden im Algorithmus alle Knoten links von ¢ beim Vergleich
der Steigungen mit b,,;, nicht betrachtet.

Genauso kann ¢ nur zusammen mit einem ceiling—constraint in der Kette links von ¢ eine Gerade
ergeben, deren Steigung geringer ist als die von b,,,,,.. Es werden also im Algorithmus alle Knoten
rechts von ¢ beim Vergleich der Steigungen mit b,,,, aufler acht gelasssen.

Ist ¢ ein ceiling—constraint, verliuft die Einschrinkung der in Frage kommenden Knoten &hn-
lich. Es bleiben beim Vergleich der Steigungen mit b,,;, alle Knoten in der Kette rechts von ¢
unberiicksichtigt und beim Vergleich der Steigungen mit b,,,, alle Knoten links von c.

Jeder Knoten erhélt nun ein Attribut, das die Werte ACTIVE und INACTIVE annehmen kann.
Es bestimmt, ob der jeweilige constraint im Algorithmus beriicksichtigt wird oder nicht.

Die Attribute der AND—constraints sind immer auf ACTIVE gesetzt, weil sie in jedem Versuch
erfiillt sein miissen. Die OR—constraints sind zu Beginn des Algorithmus alle auf INACTIVE
gesetzt. Es kann in einer OR~-constraint—Gruppe immer nur ein constraint ACTIVE sein, denn
es geniigt, dafl ein OR—constraint der Gruppe erfiillt ist.

Die OR~constraint—Gruppen in der Kette werden nun von links nach rechts durchgegangen. In
einer OR—constraint—Gruppe wird ein OR—constraint ACTIVE gesetzt und die untenstehende
Priifung des OR—constraint durchgefiihrt. Ist eine Losungsgerade dann noch mdoglich, bleibt der
OR—constraint ACTIVE, und der Algorithmus schreitet zur nichsten OR—constraint—Gruppe
fort. Ist eine Losungsgerade nicht mehr mdéglich, wird der gepriifte OR—constraint auf INAC-
TIVE zuriickgesetzt und der zweite OR—constraint dieser Gruppe auf ACTIVE gesetzt. Wenn
nach der Priifung eine Losungsgerade moglich ist, wird die nichste OR—constraint—Gruppe be-
trachtet; sonst wird Backtracking ausgefiihrt.

Ist kein Weg durch die Kette moglich, sodal kppin < Kpmaz, Wird der Prozefl abgebrochen. Sind

dagegen nach der Priifung der letzten OR—constraint—Gruppe b,,;, und b0, mit kymin < Epmae
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gefunden, existiert eine Losungsgerade. Hier der Algorithmus Check_ AND/OR _constraints.

Check_AND/OR _constraints (AND/OR—constraint—Kette)
e Alle AND—constraints werden auf ACTIVE gesetzt.

e Es werden alle moglichen Wege durch den Graphen betrachtet:
repeat
Der durch die Reihenfolge des Backtracking festgelegte nichste OR—constraint
r wird auf ACTIVE gesetzt, falls es noch einen solchen gibt. Folgendes wird
fiir 7 durchgefiihrt:

— Ist r ein floor—constraint und ¢ dessen floor-Punkt, dann wird

x folgendes fiir alle Knoten s von ganz links bis exkl. r durchgefiihrt:

- Ist s ein ceiling—constraint und d dessen ceiling-Punkt, dann
wird die Steigung kpmqe. mit der Steigung k der Gerade durch
d und c¢ verglichen. Ist k£ < kpmaz, dann b,,q,.:= die Gerade
durch d und c.

Ist nun kpmin < Kkbmaz, dann ist eine Losungsgerade noch
moglich und r bleibt ACTIVE; sonst wird r auf INACTIVE
gesetzt.

x folgendes fiir alle Knoten s von ganz rechts bis exkl. r durchgefiihrt:

- Ist s ein ceiling—constraint und d dessen ceiling-Punkt, dann
wird die Steigung kppmq, mit der Steigung k der Gerade durch
c¢ und d verglichen. Ist k& > Kkpmin, dann b,,;,:= die Gerade
durch ¢ und d.

Ist nun kpmin < Kkbmaz, dann ist eine Losungsgerade noch
moglich und r bleibt ACTIVE; sonst wird r auf INACTIVE
gesetzt.

— Ist r ein ceiling—constraint und c dessen ceiling—Punkt, dann wird

x Folgendes fiir alle Knoten s von ganz links bis exkl.  durchgefiihrt:

- Ist s ein floor—constraint und d dessen floor—Punkt, dann wird
die Steigung kpmi, mit der Steigung k der Gerade durch d und
c verglichen. Ist k > kpnin, dann b,,;,:= die Gerade durch d
und c.

Ist nun kpmin < Kkbmaz, dann ist eine Losungsgerade noch
moglich und r bleibt ACTIVE; sonst wird r auf INACTIVE
gesetzt.

x folgendes fiir alle Knoten s von ganz rechts bis exkl. r durchgefiihrt:

- Ist s ein ceiling—constraint und d dessen ceiling-Punkt, dann
wird die Steigung kpmqe. mit der Steigung k der Gerade durch
c¢ und d verglichen. Ist k£ < kpmaz, dann b,,q,.:= die Gerade
durch ¢ und d.

Ist nun kpmin < Kkbmaz, dann ist eine Losungsgerade noch
moglich und r bleibt ACTIVE; sonst wird r auf INACTIVE
gesetzt.

until es ist ein Weg durch den Graph gefunden und Kpmin < kpmaer Oder es
wurden bereits alle Wege gepriift.
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die diejenigen relevanten constraints erfiillt, aus denen die AND/OR~constraint—Kette gebildet
wurde.

Sind b, und b0, mMit kypin < kpmee gefunden, dann gibt es mindestens eine Losungsgerade,

Die Losungsgeraden, die von MatchRatio gefunden werden, sind b,,;, und b,,,., sowie simtliche
Geraden g mit kypin < kg < Kpmae, auf denen der Schnittpunkt von b,,;, und b,,,, liegt.

5.4 Von b,;, und b,,,, zur gesuchten Transformation

Als letzter Schritt zur Auffindung einer Transformation w = cx+d miissen nun deren Parameter
ermittelt werden. Wegen der Entsprechung zur Geradengleichung ergibt sich fiir ¢ das Intervall
[kbmina kbmam]- Man setzt z.B.

_ kbmin + kbmaz

C: 5

Nun wird noch ein Punkt benétigt, um die Gerade zu definieren, die w bestimmt. Es kdnnte hier
der Schnittpunkt von b,,;, und b,,,. verwendet werden. Bei der Berechnung des Schnittpunktes
zweier Geraden konnen jedoch numerische Ungenauigkeiten das Ergebnis stéren. Deshalb wird
der Parameter d der gesuchten Transformation aus den constraints ermittelt.

e Ein floor—constraint begrenzt den Wert d von oben. Der zugehérige floor—Punkt wird in
die Geradengleichung eingesetzt. Es muf} gelten

(52) CT floor + d S Yrioor
d S yfloor - foloor

e Ein ceiling—constraint begrenzt den Wert d von unten. Der zugehorige ceiling—Punkt wird
in die Geradengleichung eingesetzt. Es muf} gelten

(5.4) CTeeis + d
d

2> Yeeil

2> Yeeil — CTceil

Wurden die Ungleichungen aus allen relevanten constraints betrachtet, ergibt sich ein Intervall
fiir d, aus dem d gewdhlt werden kann. Durch die Betrachtung der Grenzconstraints ist sicher-
gestellt, dafi die Losungsgerade mit einem d aus obigem Intervall innerhalb der Beschrdnkungs-
geraden upper und lower bleibt.

Damit ist eine Transformation w = cx + d gefunden, deren zugehorige diskrete Transformation
w' die Pixelzeile P auf den Bereich G ihrer selbst abbildet.
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5.5 Zusammenfassung der neu eingefiihrten Begriffe

Dies ist eine kurze Zusammenfassung der im Kapitel 5 neu eingefithrten Begriffe in alphabeti-
scher Reihenfolge. Symbole sind hinter den Buchstaben angefiihrt.

Begriff

Kurze Erklarung

begin—vline

Eine vline, die durch den Mittelpunkt des ersten Pixels eines Dashs
verlauft.

bimaz Die flachste Gerade, die einen ceiling—Punkt links mit einem floor-Punkt
rechts verbindet.

Dimin Die steilste Gerade, die einen floor-Punkt links mit einem ceiling—Punkt
rechts verbindet.

bottom Der Index des Pixels in G, das von dem auf G projizierten bottom—Punkt

einer vline getroffen wird.

bottom—Punkt

Ein Punkt in der graphischen Darstellung des Problems. Es ist der in y—
Richtung kleinste Wert, den der transformierte Mittelpunkt eines Pixels
innerhalb upper und lower erreichen kann.

ceiling—constraint

Ein constraint, dessen Wertebereich bei y,,, endet. Auch kurz als ceiling
bezeichnet.

ceiling—Punkt

Der Beginn eines ceiling—constraints.

constraint Der eingeschrinkte Wertebereich des Schnittpunktes der moglichen
Losungsgeraden mit einer vline.

e Die Gerade mit der grofiten Steigung, die im Abschnitt 5.1.6 ein Zielpixel
weif} 148t.

Arin Die Gerade mit der geringsten Steigung, die im Abschnitt 5.1.6 ein Ziel-
pixel weif} 1483t.

end—vline Eine vline, die durch den Mittelpunkt des letzten Pixels eines Dashs

verlauft.

Ein Sicherheitsabstand zur Vermeidung der Folgen numerischer Unge-
nauigkeiten.

floor—constraint

Ein constraint, dessen Wertebereich bei ¥,10m beginnt. Auch kurz als
floor bezeichnet.

floor-Punkt

Das Ende eines floor—constraints.

fmaz

Die Gerade mit der grofiten Steigung innerhalb upper und lower.
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Begriff Kurze Erklarung

fmin Die Gerade mit der geringsten Steigung innerhalb upper und lower.

G Das Pixelmuster G ist ein Teil des Pixelmusters P. Die gesuchte Trans-
formation soll dieses Muster ergeben.

Grenzconstraints Die explizit eingefiihrten constraints an Anfang und Ende von P.

left—vline Die linke der beiden vlines, die, falls vorhanden, fiir ein Zielpixel relevant
sind.

lower Eine Gerade, die wegen der erzwungenen Transformation des ersten Pi-
xels von P auf das erste Pixel von G sowie des letzten Pixels von P
auf das letzte Pixel von G die moglichen Losungsgeraden nach unten
beschrankt.

Losungsgerade Eine Gerade, die in der graphischen Darstellung des Problems von Ab-
schnitt 5.1.1 der gesuchten Transformation w entspricht.

P Das Pixelmuster P, das als Eingabe fiir die gesuchte Transformation

dient (Abschnitt 5.1.1).

right—vline

Die rechte der beiden vlines, die, falls vorhanden, fiir ein Zielpixel rele-
vant sind.

top

Der Index des Pixels in G, das von dem auf G projizierten top—Punkt
einer vline getroffen wird.

top—Punkt

Ein Punkt in der graphischen Darstellung des Problems. Es ist der in y—
Richtung grofite Wert, den der transformierte Mittelpunkt eines Pixels
innerhalb upper und lower erreichen kann.

upper

Eine Gerade, die wegen der erzwungenen Transformation des ersten Pi-
xels von P auf das erste Pixel von G sowie des letzten Pixels von P
auf das letzte Pixel von G die moglichen Loésungsgeraden nach oben
beschrinkt.

vline

Eine vertikale Linie, die durch den Mittelpunkt eines Pixels in P gelegt
wird.

WHITE etc.

Kategorisierung der Zielpixel in G nach Vorhandensein oder Nichtvor-
handensein von right—vlines und left—vlines.

Tpottom 9 ybottom

Koordinaten eines bottom—Punktes

Leeil } yceil

Koordinaten eines ceiling—Punktes

T floors Y floor

Koordinaten eines floor-Punktes

xtopv ytop

Koordinaten eines top—Punktes

80



KAPITEL 5. MATCHRATIO — ERMITTLUNG V. TRANSFORMATIONEN

Begriff Kurze Erklidrung

. Bezeichnung fiir ceiling—Punkte in Abbildungen.

X Bezeichnung fiir loor-Punkte in Abbildungen.
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Schluf

In dieser Arbeit wurde zunéchst eine anschauliche Erkldrung von IFS und dem inversen Problem
gegeben. Es folgte ein Uberblick der bestehenden Ansitze zur Losung des inversen Problems.
Dann wurden die entsprechenden mathematischen Grundlagen angefithrt. Da der Schwerpunkt
dieser Arbeit auf IFS in R liegt, wurden affine kontraktive Transformationen in R n&her be-
trachtet. Die Berechnung ihres Fixpunktes sowie des Kontraktionsfaktors wurde gezeigt und
eine alternative Darstellungsform von kontraktiven affinen Transformationen beschrieben.

Dann wurden kurz und unter Angabe von Referenzen die Diskretisierung der Transformationen
von IFS und diskrete Attraktoren beschrieben, die die Basis fiir den folgenden Algorithmus
darstellen.

Der Algorithmus MatchRatio 16st das eindimensionale inverse Problem. Er liefert zu jeder be-
liebigen Pixelzeile ein IF'S, sodafl die Pixelzeile ein diskreter Attraktor des IFS ist. Es wurde
die Verwendung einer unter den Transformationen eines IFS weitgehend invarianten Eigen-
schaft der Pixelzeile gezeigt. Diese ist das Verhéltnis der Linge von schwarzen und weiflen
Zusammenhangskomponenten. Da beim Abtasten die Invarianz gestort werden kann, sind die
resultierenden Transformationen keine sicheren Ergebnisse, sondern mogliche Transformationen,
die nur Zwischenergebnisse darstellen.

Weiters wurde beschrieben, wie aus jeder dieser moglichen Transformationen auf geometrischem
Wege eine konkrete Transformation ermittelt werden kann, sofern eine solche existiert. Es wurde
bewiesen, dafl der dabei verwendete Losungsweg zum korrekten Ergebnis fithrt. Auflerdem wur-
den die Ergebnisse beschrieben, die MatchRatio in der Praxis liefert, und einige Eigenschaften
von MatchRatio diskutiert.

MatchRatio stellt mit der Losung des inversen Problems in R einen Schritt zur mdglichen
Losung des inversen Problems in R? dar. Das Prinzip der unter den Transformationen eines
IF'S invarianten Eigenschaften einer bindren Pixelzeile konnte auf bindre Bilder erweitert wer-
den. Mogliche invariante Eigenschaften in R? wiiren Winkel zwischen Kanten, das Verhéltnis
der Linge von Kanten etc. Eine Fortsetzung dieser Arbeit konnte darin bestehen, einen Weg
zur direkten Ermittlung von Transformationen eines IFS in R? aus den obengenannten geome-
trischen Eigenschaften eines Bildes zu finden.
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